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对 概 然 命题 的 思考 至 少 可 以 追溯 到 亚 里 士 多 德 。 他 曾 
说 :“ 概 然 就 是 经 常 发生 的 事物 。”([1],p， 80). 

归纳 法 作为 一 种 方法 论 和 推理 模式 ， 在 古 希 腊 就 为 人 所 
意识 到 ,这 时 的 归纳 法 是 指 从 特殊 事例 进行 概括 的 方法 ,或 者 
从 个 别 到 一 般 的 推理 。 亚 里 士 多 德 在 《分 析 篇 》、《 论 辩 篇 ?中 
就 谈 到 不 完全 归纳 法 和 完全 归纳 法 。 在 书 中 归纳 法 有 三 种 : 
简单 枚 举 法 、 完 全 归纳 法 \ 直 觉 归 纳 法 。 到 了 近代 ， 英 国 哲学 
家 F，Bacon〈1561 一 1626) 提出 了 有 别 于 枚 举 归纳 法 的 消 
除 归纳 法 .后 人 ， 例 如 L.J. Cohen， 对 此 给 予 很 高 的 赞誉 
但 是 Bacon 的 归纳 法 ,就 像 R Carnap 所 认为 的 那样 ,与 其 
说 是 一 种 推理 模式 ， 还 不 如 说 是 一 种 实验 科学 中 经 常 使 用 的 
科学 方法 或 程序 。 直 到 19 世 纪 中 叶 ，J. S$，Mill 才 为 传统 归 
纳 推理 建立 了 较 完 善 的 体系 .在 他 的 体系 中 ,对 归纳 法 做 了 最 
广泛 的 理解 。 例 如 ,他 认为 演绎 三 段 论 也 是 一 种 归纳 法 ,从 而 
把 演绎 三 段 论 也 纳 人 他 的 体系 。 这 主要 反映 在 他 的 《逻辑 体 
系 》 一 书 中 。 在 书 中 ，Mill 总 结 了 前 人 在 归纳 法 方面 的 成 
就 ,提出 了 著名 的 Mill 五 法 ,比较 完善 地 建立 了 古典 归纳 逻 
辑 。 

I. Hacking 认为 概率 这 个 概念 是 从 文艺 复兴 时 期 “意见 ” 
这 个 概念 转化 而 来 的 (参见 I. Hacking: The Emergence 
of Probability，p.185). 1655 一 1665 年 是 对 概率 研究 发 展 的 
时 期 . 1657 年 , C. Huygens 写 了 第 一 本 公开 出 版 的 关于 概率 
的 教科 书 。 大 约 在 这 个 时 期 ， B. Pascal 第 一 次 把 概率 推理 运 


i. 


用 于 解决 问题 , 从 而 建立 了 决策 论 (decision theory)，1662 
年 在 A，Arnauld 和 P. Nicole 著 的 《 王 港 逻辑 》(Port Royal 
Logic) 一 书 的 结尾 已 经 对 此 笋 了 概括 ， 

G.W. Leibniz 是 第 一 个 明确 提出 要 建立 概率 逻辑 的 人 ， 
虽然 他 没有 建立 概率 逻辑 的 公理 化 系统 ， 甚 至 在 形式 上 也 没 
有 对 此 做 出 什么 贡献 ,但 他 对 概率 的 哲学 本 性 做 了 许多 讨论 . 

现代 归纳 逻辑 是 用 数理 逻辑 和 概率 论 等 数学 工具 对 雪 纳 
推理 《我 们 称 结论 断定 的 范围 超出 前 提 断 定 的 范围 的 推理 为 
概 然 推理 ,其 中 一 部 分 是 常见 的 ,为 古典 归纳 逻辑 所 讨论 过 的 
称 为 归纳 推理 ) 进 行 数量 化 ,形式 化 和 公理 化 的 研究 ， 现 代 归 
纳 逻 辑 严格 说 不 是 一 种 统一 的 公认 的 逻辑 系统 ,而 是 不 同 的 、 
往往 是 互相 冲突 的 归纳 逻辑 理论 的 总 称 。 现 代 归纳 逻辑 主要 
关心 的 是 建立 它 的 形式 语义 学 ( 即 归 纳 概率 演算 )， 提 出 合理 
地 求 初始 概率 〔 即 如 何 使 求 初始 概率 的 方法 能 够 刻 划 古典 归 
纳 推理 的 过 程 ) 的 方法 (这 种 方法 通常 称 为 语义 解释 ) 以 及 用 
这 些 工具 处 理 古 典 归 纳 法 ， 

另 一 方面 ,概率 逻辑 是 用 数理 逻辑 和 概率 论 \ 测 度 论 等 数 
学 工具 对 概 然 推理 进行 数量 化 、 形 式 化 和 公理 化 的 研究 。 它 
可 以 分 为 有 穷 概率 逻辑 和 无 穷 概率 逻辑 ， 前 者 是 用 经 典 数理 
逻辑 和 概率 论 来 研究 概 然 推理 ,后 者 用 一 阶 逻 辑 的 无 穷 扩 张 ， 
可 容 集 合 论 , 测 度 论 和 模型 论 来 研究 概 然 推 理 。 

所 以 ， 应 该 说 现代 归纳 逻辑 和 概率 逻辑 是 两 种 不 同 的 逻 
辑 , 它 们 的 建立 是 出 于 不 同 的 兴趣 ,服务 于 不 同 的 目的 。 就 目 
前 研究 的 方向 和 取得 的 成 果 来 看 ， 现 代 归纳 逻辑 是 一 种 哲学 
逻辑 ,而 概率 罗 辑 是 演绎 逻辑 在 数学 的 某 些 分 支 ， 如 概率 论 、 
测度 论 方面 的 运用 ， 因 此 是 一 种 应 用 逻辑 。 但 是 在 本 世纪 的 
前 50 年 中 ， 它 们 往往 是 很 难 区 别 的 。 例如 ， 现 在 人 们 公认 
J.M, Keynes 是 第 一 个 建立 概率 逻辑 公理 化 系统 的 人 , 事实 


， 





上 ,这 个 系统 也 是 第 一 个 现代 归纳 逻辑 系统 。Carnap 也 认为 
概率 远 辑 就 是 归纳 有 逻辑。 的 确 , 这 两 种 逻辑 有 许多 共同 之 处 。 
例如 ,它们 都 把 概率 作为 基本 概念 ,都 把 不 确定 的 概 然 推理 作 
为 研究 对 象 ， 等 等 。 因 此 许多 人 都 把 现代 归纳 逻辑 和 概率 逻 
辑 归 于 一 大 类 。 我 们 在 此 书 中 将 采取 灵活 的 姿态 ， 在 能 区 别 
的 地 方 将 分 开 研究 和 讨论 ,在 不 能 分 开 的 地 方 ,我 们 就 统一 进 
行 研究 和 讨论 . 

此 书 的 撰写 和 章节 的 安排 是 根据 理论 和 历史 相 绕 一 的 原 
则 。 我们 将 分 章 介绍 和 讨论 现代 归纳 逻辑 和 概率 逻辑 的 一 些 
主要 理论 。 本 书 是 写 给 对 逻辑 感 兴趣 的 读者 看 的 (假设 读者 
有 一 定 的 数理 逻辑 基础 知识 ), 所 以 在 每 章 ， 除 了 介绍 建立 这 
样 那样 的 逻辑 的 目的 外 ,主要 致力 于 逻辑 本 身 的 问题 ,而 不 过 
多 讨论 哲学 问题 或 数学 问题 。 

此 书 曾 作 为 北京 大 学 哲学 系 逻 辑 专业 87 级 本 科 生 的 教 
材 ,由 于 作者 水 平 有 限 , 错 误 和 不 当 之 处 在 所 难免 ， 希 望 读者 
批评 指正 。 

在 撰写 此 书 的 过 程 中 ,得 到 许多 专家 和 同行 ,特别 是 我 导 
师 宋 文 坚 教授 的 指导 和 帮助 ， 在 此 向 他 们 表示 囊 心 的 感谢 


李 小 五 
1991 年 7 月 于 北京 
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第 一 章 Keynes 的 概率 逻辑 


本 M. Keynes 是 第 一 个 建立 概率 逻辑 公理 化 系统 的 人 ， 
他 的 主要 贡献 在 于 : 1. 对 概率 概念 作 了 深入 的 讨论 ， 他 一 方 
面 把 概率 看 作 是 命题 集 之 间 的 逻辑 关系 ， 另 一 方面 又 把 它 看 
作 是 人 们 对 概 然 命题 的 合理 相信 和 度 ， 这 两 个 思想 对 后 人 《如 
Carnap) 的 影响 都 非常 大 ， 但 他 的 缺点 是 没有 提出 求 初始 概 
率 的 方法 。2. 建立 了 第 一 个 概率 演算 。 他 的 系统 非常 丰富 ， 
远 远 超过 经 典 概率 论 的 范围 和 成 果 ， 然 而 其 缺点 在 于 形式 化 
系统 不 够 严谨 ，3. 对 传统 归纳 法 和 类 比 法 进行 了 大 量 深入 的 
讨论 。 本章 着 重 介绍 前 两 部 分 的 内 容 。 


$ 1 概率 概念 的 本 性 


Keynes 认为 ,我 们 的 知识 部 分 是 直接 得 到 的 , 部 分 是 通 
过 论证 得 到 的 ， 概率 逻辑 (logic of probability) 就 是 我 们 
通过 论证 得 到 的 那 部 分 知识 的 逻辑 。 论 证 可 分 两 大 类 ， 一 类 
称 为 确定 《certain) 论证 。 例 如 三 段 论 推理 ,理想 空间 的 几 
何等 。 还 有 一 类 称 为 合理 《rational) 论证 。 例 如 , 在 社会 科 
学 和 行为 科学 中 , 我 们 经 常 习惯 把 我 们 的 合理 相信 (rational 
belief ， 若 一 个 人 由 于 某 个 藻 廖 的 理由 或 根本 没有 任何 理 由 
相信 一 命题 , 则 我 们 不 能 称 他 相信 该 命题 是 合理 的 ,虽然 该 命 
题 可 能 是 真 的 ,) 建立 在 这 样 的 论证 上 ,它们 可 以 在 某 种 程度 
上 是 不 确定 的 。 

概 然 (不 确定 ) 和 确定 这 两 个 术语 描述 了 人 们 对 命题 的 不 
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同 程 度 的 合理 相信 ， 这 些 相信 是 不 同 的 知识 给 我 们 的 。 任 何 
命题 本 身 非 真 即 假 ， 但 是 我 们 关于 它 的 知识 却 依赖 我 们 的 认 
识 环境 ， 因 此 概 然 或 确定 不 是 命题 本 身 的 特性 。 所 以 在 这 个 
意义 上 , 刻 划 命 题 概 然 程度 或 确定 的 概率 可 以 称 为 主观 的 .但 
另 一 方面 ,在 对 逻辑 非常 重要 的 意义 上 ,概率 不 是 主观 的 。 一 
且 给 定 能 确定 我 们 知识 的 事实 ， 那 么 概 然 或 确定 的 含义 也 就 
随 之 客观 地 固定 下 来 ， 并 且 独 立 于 我 们 的 意见 。 概 率 胸 辑 就 
是 研究 在 给 定 条 件 下 人 们 具有 的 合理 相信 度 ， 而 不 是 研究 入 
们 关于 特定 具体 的 事物 的 实际 相信 度 〈Carnap 晚年 继承 了 这 
一 思想 ). 我 们 选择 什么 特定 命题 集 作 为 我 们 的 论证 前 提 当 然 
是 依赖 我 们 特定 的 主观 因素 ， 但 是 一 旦 给 定 这 些 前 提 ， 根 据 
概率 迎 辑 的 有 效 论 证 能 够 推出 什么 是 合理 相信 度 〔 概 然 的 或 
确定 的 ), 这 个 过 程 纯粹 是 客观 的 。 

因此 Keynes 给 概率 下 了 如 下 定义 : 令 前 提 由 任 一 命题 
集 4 组成， 结论 由 任意 命题 集 。 组成。 车 的 知识 以 程度 + 
证 明 合理 相信 。 是 正当 的 (justify)， 则 我 们 说 在 和 六 之 
间 存 在 程度 > 的 概率 关系 (参见 [ 1 ], p.4》。 用 符号 表示 就 是 
o/h 一 r， Keynes 认为 概率 逻辑 就 是 研究 这 种 关系 的 逻辑 。 

Keynes 的 概率 主要 有 下 列 两 层 含义 : 《1) 概率 关系 是 
最 基本 的 关系 ,这 种 关系 不 能 用 更 简单 的 概念 来 分 析 或 定义 ， 
所 以 Keynes 的 逻辑 没有 完备 的 语义 解释 。(2) 有 时 Keynes 
把 概率 看 作 是 根据 证 据 4 对 4 进行 论证 的 可 靠 程度 ， 这 样 的 
概率 也 称 为 一 个 论证 的 概率 。 他 认为 他 的 理论 就 是 研究 从 前 
提 到 结论 的 合理 (通常 又 是 不 确定 ?论证 的 一 般 理论 ， 确 定性 
论证 就 是 从 前 提 可 演绎 证 明 结 论 , 此 关系 就 是 极 大 概率 关系 。 
不 可 能 性 就 是 从 前 提 不 能 演绎 证 明 结论 ， 此 关系 就 是 极 小 概 
率 关系 ,不 同 的 中 间 值 概率 分 别 代表 可 靠 程度 不 同 的 论证 .这 
种 把 概率 看 作 是 论证 的 可 靠 程度 的 思想 被 L.J. Cohen 缕 


es 3 ， 








承 。 

Keynes 认 为 有 些 概 率 是 不 可 测度 的 ,甚至 是 不 可 排序 的 . 
他 说 : 谁 能 准确 地 计算 出 我 们 今天 步行 出 门 活着 回来 的 概率 ? 
有 些 概率 甚至 连 互相 比较 大 小 都 不 可 能 考虑 为 建立 某 一 概 
括 命 题 所 进行 的 三 组 实验 。 第 一 组 实验 次 数 较 多 。 第 二 组 实 
验 条 件 变换 较 多 ， 第 三 组 涉及 的 概括 范围 更 广 。 该 命题 ( 结 
论 ) 相 对 哪 一 组 实验 (前 提 ) 的 概率 更 大 呢 ? 对 此 显然 是 无 法 
加 以 回答 的 。 因 此 ,对 概率 的 测度 ,只 是 在 一 定 的 条 件 下 ， 对 
某 些 概率 才 是 可 能 的 ;概率 之 间 的 比较 大 小 ,也 只 是 对 某 些 概 
率 才 有 意义 。 概 率 罗 辑 把 概率 看 作 是 两 命题 或 命题 集 之 间 的 
逻辑 关系 ， 这 反映 了 “概率 "最 广泛 的 涵义 。 既然 要 建立 这 种 
更 具 一 般 性 的 概率 逻辑 ， 就 只 好 接受 部 分 概率 可 测度 可 比较 
的 思想 。 

根据 上 述 思 想 ,Keynes 提出 概率 的 序 理论 ,认为 一 概率 若 
自身 不 是 确定 的 或 不 可 能 的 , 则 位 于 确定 性 和 不 可 能 性 之 间 . 
同样 , 若 第 一 个 概率 和 确定 性 之 间 还 存在 第 二 个 概率 , 则 我 们 
就 说 第 二 个 概率 大 于 第 一 个 概率 ， 这 样 继续 下 去 就 形成 了 一 
个 有 序 的 概率 序列 .显然 不 是 所 有 的 概率 都 能 置 于 同一 个 序 
列 之 中 ,所 以 存在 多 个 不 同 的 概率 序列 ,只 有 那些 属于 同一 序 
列 的 概率 才能 比较 。 当然 在 同一 序列 的 每 一 对 概率 之 间 不 一 
定 存在 男 一 个 概率 .总 的 来 说 , 它 依 赖 无 差别 原则 (Principle 
of indifference) 的 运用 。 该 原则 是 概率 逻辑 中 最 重要 的 规 
则 , 它 的 传统 表述 是 : 对 某 一 条 件 下 的 某 些 随 机 事件 , 若 没有 
足够 的 理由 认为 其 中 的 某 些 事件 比 另 一 些 更 有 可 能 发 生 ， 则 
应 该 认为 它们 具有 相等 的 概率 ， Keynes 认为 运用 无 差别 原 
则 必须 有 一 定 的 限制 条 件 ， 否 则 就 可 能 出 错 。 他 把 这 样 的 限 
制 条 件 称 为 “对 称 性 条 件 ”， 这 个 条 件 也 可 看 作 是 概率 的 可 测 
性 条 件 (请 参见 [ 1 ] ,第 4 章 )。 











$2 概率 演算 


Keynes 的 系统 由 19 条 初始 定义 和 7 条 初始 公理 组 成 ， 
我 们 在 此 讨论 其 中 我 们 感 兴趣 的 定义 和 公理 。 这 里 设 e，b， 
c，'… 表 示 命题 ，P ,0 ,R,，…… 表 示 概 率 关系 ， 和 人 《〈 合 取 )，V 
〈 析 取 )， 习 否定 )， 一 (看 涵 ), < 一 (等 价 ) 表 示 命 题 联结 词 

定义 1.1 在 命题 。 和 前 提 “之 间 存 在 概率 关 系 P<> 
a/h 一 P。 

定义 1.2 P 是 确定 性 关系 >? 一 !. 

定义 1.3 PP 是 不 可 能 关系 <>P 一 0. 

定义 1.4 P 是 概率 关系 但 不 是 确定 性 关系 < 之 P<1. 

定义 1.5 已 是 概率 关系 但 不 是 不 可 能 关系 <> 
P>0. 

定义 1.6 o/h 一 0<>ao 和 人 h 不 一 致 。 

若 ge，4 是 命题 集 ， 则 在 它们 之 间 使 用 命题 联结 词 人 ， 
V ,一 ，1, < 是 有 问题 的 。 所 以 Keynes 在 下 列 公理 1.1 中 
做 了 进一步 的 限制 。 

定义 1.7 6/(4Ao) 一 1 且 o/(A0) 一 1< 拓 >(o< 一 > 
6)/4 一 1， 

定义 1.8 (eABb/h + (CaN 2)/h = afh, 

定义 1.9 (aAB/h= a/4 b/(hAo) = b/h .af (CAA 
Db). 

定义 1.10 P.0 一 R 且 0 关 0<e>P 一 R/0. 

定义 Lll P+O 一 R <>P 一 R 一 0. 

定义 1.12 co/ (4Aa) 一 oflh Ea/(hAa) 一 o/h<> 
qf/h 和 qs/h 互相 独立 。 

定义 1.13 a/(hAa) 一 o/h<>a 与 o/h 不 相干 。 
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公路 1.1 着 a 和 是 命题 ,或 命题 的 合 到， 或 命题 的 析 
取 ， 且 如 不 是 不 一 致 的 合 取 ， 则 在 作为 结论 的 。 和 作为 前 提 
的 4 之 间 , 存 在 唯一 的 概率 关系 P( 因 此 , 当 我 们 写作 ae/b 时 ， 
已 预 设 4 不 是 不 一 致 的 , 即 /4 冯 0, 下 同 )。 

公理 1.2 〈1) 若 〈e< 一 5)/4 一 1, 且 * 是 任意 命题 , 则 
xz/ 人 (HAa) = x/(hNB). (2) z/(eAo) = r/o. 

公理 1.3 (1) T/h 一 1(7T 是 古典 命题 演算 的 重 言 式 )。 
(2) 若 o/h 一 1, 则 对 任 一 命题 x,x/(hAMa) 一 x/h, 

公理 1.4 ”概率 玛 涵 关系 之 间 的 运算 满足 普通 的 算术 规 
则 ( 即 概率 关系 ,8,R,*…… 表 示 区 间 [0,1] 之 间 的 实数 ). 

从 上 述 可 见 ，Keynes 的 系统 在 形式 化 方面 不 够 严谨 . 例 
如 他 的 某 些 定义 (例如 定义 1.9) 后 人 常用 作 公理 ， 他 的 公理 
1.1, 后 人 (如 H. Reichenbach) 常用 作 限制 条 件 或 规则 。 

下 面 我 们 证 明和 讨论 我 们 感 兴趣 的 定理 。 

定理 1.1 若 a< 一 5b 是 重 言 式 , 则 对 任 一 命题 *,*/a 一 
x/b, 

证 明 : 据 公 理 1.3,o< 一 /ae 一 1 且 o>b/5 一 1， 据 
公理 1.2， 

xz/(eAo) = x/(aNb) 且 zx/(6Ao) = x/(5A6), 
所 以 x/(e 人 a) 一 */(5 和 2)， 再 据 公 理 1.2(2) 即 证 。 

定理 1.2 若 (ac< 一 0) 一 1， 则 a/h 一 /7 

证 明 据 定义 1.9 和 定义 1.7。 

定理 1.3 若 a 不 是 不 一 致 , 则 af/a 一 1。 

证 明 : 据 公 理 1.3 和 定理 1.2, 我 们 有 (a 信 oe)/a 一 ofa, 据 
定义 1.9,a/a，a/(aA 人 a) 二 a/a。 据 假 设 ,a/a 冯 0,， 所 以 
4a/(a 人 a) 一 1， 再 据 公 理 1.2(2)。 

定理 1.4 《和 否定 原则 ) a/h 十 ”oa 人 8 一 1 

证 明 : 据 定 义 1.8，(4Ao)/4 十 (4A Tla)/h 一 h/h，、 再 
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据 定义 1.9, 我 们 有 
h/h ral/(RNAh) 十 AAA。 “la/(hAh) — /A 

据 公理 1.1, 4 不 是 不 一 致 的 , 所 以 据 定理 1.3 和 公理 1.2(2)， 
我 们 有 a/4 十 le/h 一 1， 

定理 1.5 若 a/h 一 0, 则 (aA5)/h 一 0; 若 o/h 一 0 
且 4A8 不 是 不 一 致 的 , 则 a/(hA5) 一 0 

证 明 : 据 定义 1.9 和 假设 ,(a 人 5)/4 一 0; 再 据 定义 1.6， 
ao/(hAb) = 0. 

Keynes 认为 ， 若 一 论证 不 可 能 , 则 增加 结论 或 一 致 地 增 
加 前 提 都 不 会 影响 该 论证 ， 

定理 1.6 若 o/4 一 1 且 4A2 不 是 不 一 致 的 ， 则 of 
ChAb)= 1, 

证 明 : 据 定 理 1.4 和 假设 ，Tla/h 一 0, 据 定理 1.5，1a/ 
(4A5b) 一 0, 再 据 定理 1.4。 

定理 1.7 (aVo/h = afh+ 6b/h— (aNb)/h. 

证 明 ; 由 定义 1.8 

(CaVb)AC aNb))/h+ (CaVo)N a Nb))/h 

= (aVb)/h. 
据 公 理 1.3,((eVb)A(T eeAp)< 一 人 人 eA 人 Ap) 一 1， 
(CaVb)AN aNAb) a)/h = 1, 

从 而 根据 定理 1.2, 可 得 (“Ya 人 6)/h 十 a/h=(aV6)/4。 

据 定 义 1.9, b/h， Tla/(hNb) + a/h = (aVb)/h. 

利用 定理 1.4 可 得 

b/h— ob/h* ulC(hAb) + afh=CaVb)/h. 

由 定义 1.9 得 ，(aVb)/h = af/h 十 b/h 一 (aAb)/h. 
定理 得 证 . 

定理 1.7 称 为 普遍 析 取 规则 ,因为 它 不 要 求 La 八 5)/h==0 
( 即 。 和 4 相对 h 不 相 容 ), 
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定理 1.8 若 (a 和 5)/4 一 0， 则 
(aVb)/h = afh + b/h, 
定理 1.9 


CaVaV ee Ves Da)— DB CoNo)/h) 


lI<r<s:en 
+ BD) (CNaANo)/h) + 
lil&r<i<ics 
+ (—1D)" eANaA...Aas)/h. 
证 明 ; 据 定 理 1.7, 且 对 ”运用 归纳 法 。 
定理 1.10 若 对 任意 9 入 w”， 都 有 (o, 入 oj)/4 一 0( 即 
0 0w 相对 不 互 斥 ), 则 


(aV ee Vo/ Deb), 


定理 1.11 若 对 任意 s,: 和 w， 都 有 (ao, 人 o)/ 一 0 且 
(a VVa,)/h = 1( 邑 oa,,…*，a。 相对 4 是 一 互 斥 且 联 
合 穷 举 的 选择 集 ), 则 


DCD-1. 


rel 


定理 1.12 车 假设 条 件 与 定理 L.11 相同 , 则 
o/h— DD CoNe)/h). 


证 明 : 若 4Ae 不 一 致 , 据 定义 1.6， 则 ae/h 一 0《 因 为 
根据 预 设 4 一致 )，。 因 此 , 据 定理 1.5, 立 得 
Dy C0, Ma)/t) = 0. 


r=l 


所 以 下 面 假设 he 不 是 不 一 致 的 . 据 题 设 和 定理 1.6 可 知 ， 
(eV … V as)/(h 作 a) 二 1. 据 题 设 和 定理 1.5 可 知 ,es, 作 a)/ 
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ChAe) = 0。 因 此 再 据 定理 1.10 和 定理 1.11 就 有 

于 CoyGAo) 一 (av…Va)/CAo = 1 
由 定义 1.9, 就 有 

DB CA = ele DhNe)) = lh, 


定理 1.13 (h->a)/h 一 a/h. 
证 明 : 据 定理 1.7, 有 
Ch>a)/h= Hh/h+t a/h— (ChNe)/h, 

而 据 定理 1.3 和 预 设 ， 有 “14/h 二 0， 因 此 据 定 理 1.5， 有 
CANAa)/h = 0. 所 以 (ha)/h = afh, 

定理 1.14 (a Vb/h = 0<>alh=0 有 6b/h= 0. 
(“ <> "表示 “ 当 且 仅 当 ”, 下 同 )，Keynes 本 人 对 此 定理 的 证 
明 似 乎 有 问题 ,我 们 重新 证 明 , 为 此 先 证 一 重要 的 引 理 。 

引 理 若 o。 一 5 是 重 言 式 , 则 a/h < 8/h。 

证 明 : 

从 重 言 式 可 知 ，(e 一 和) 一 (bp< 一 (5 入 le)Va). 

因此 据 假 设 和 分 离 规 则 ， 可 知 ，(b< 一 (人 la)Vae)。 

据 公 理 1.3 和 定理 1.2， 可 得 b/h 一 ((b5 人 “1a)Va)/h, 

据 公 理 1.3, 得 “1C(bA 1a)Aa)/h 一 1, 

从 而 据 定理 1.4, 可 得 ((bA“la)N 人 a)/h 王 0. 

应 用 定理 1.8, 则 有 (CbA la)Va)/h 二 (bla)/h 十 a/h， 
因此 ,5/4 一 afh = (6A a)/h. | 

据 定 义 1.3 和 定义 1.5, 可 得 0 过 GBA 和 Tla)/h。 
联 立 上 两 式 得 

0 < 5/h— a/h, 

因此 引 理 得 证 。 

现在 我 们 来 证 定理 1.14, 据 上 述 引 理 ,我们 有 








(aMb)/h < (aV6)/s, 
据 假 设 (aV5)/h 一 0, 有 (a 人 6)/h 一 0。 再 据 定 理 1.7， 
Za 人 4 十 胃 /4 一 0， 因 此 o/h 一 0 且 8b/h 一 0。 另 一 方面 若 
afh 一 0 且 b/h 一 0， 据 定理 1.5,，(a 人 5)/h 一 0, 再 泥 定 
理 1.7, (oe V5)/4 = 0, 
定理 1.15 若 o/h 一 1, 则 (6 一 a)/h==1。 
证 明 : 据 假设 .定理 1.4 和 1.5, 易 证 ( 1b 人 la)/h 一 0， 
因此 
(b— a)/h 
一 ( 15Va)/h% 《 据 公 理 1.3 和 定理 1.2》 
一 1b/h 十 a/4 一 ( jb5Aa)/h 〈 据 定理 1.7) 
一 a/h 十 ( la 人 ~ 1b)/h 〈《 据 定义 1.8) 
ee 时 
定理 1.15 说 明 概 率 辣 算 保留 类 似 蕴涵 悖 论 的 结果 : 一 确 
定 命题 为 任 一 命题 所 蕴涵 也 同样 是 确定 的 ， 
定理 1.16 若 of/( 轴 Ah)=afh 且 “1h/ 肌 关 0， 则 
a/(hN lh) 一 /Ai 
证 明 ; 据 定 义 1.8,1.9 和 假设 ,有 
alh = CaN\h)/h + CoN\ Th)/h 
pe 加 az/ a /CA 入 hh) 十 lh/h 和 a/(hA 1h,) 
hjhse afh + hi/h » a/Ch NIh,), 
因此 ,有 ef/h(i 一 所 /所 ) 一 lh/hh，a/h 人 “lh;， 因 为 
hi/h 0, 
所 以 据 定理 1.4 和 公理 1.4， 我 们 有 o/h 一 o/(hA kh》、 
定理 1.16 说 明 , 若 一 命题 与 一 论证 不 相 千 ， 则 它 的 矛盾 
命题 也 与 该 论证 不 相干 。 
定理 1.17 车 o/(AA) > o/4 且 hAh 不 是 不 一 至 
的 ， 则 /ChAa) > hp。 





证 明 : 据 定义 1.9 和 假设 ， 

aflh* h/(hNMa) = h/he a/(hAh) > h/h. afh. 
假设 a 人 4% 不 是 不 一 致 的 ， 芭 a/h 关 0,， 则 有 hh/(hAa)> 
有 如/h。 若 。 人 4 不一致 , 则 o/h 一 0。 因为 据 题 设 ，h 人 不 
是 不 一 致 的 ， 所 以 据 定理 1.5，a/(hAh) 一 0， 因此 a/h= 
a/(h 轴 入 h)， 与 题 设 矛 盾 . 

定理 1.17 说 明 ， 若 h 对 论证 o/h 是 有 利 相干 〈 即 a/ 
(4 八 抽 ) > a14)， 则 a 对 论证 如/h 也 如 此 。Keynes 认为 定 
理 1.17 构成 一 般 为 人 们 接受 的 一 种 形式 证 明 原 则 :” 若 假说 
h 有 助 于 解释 现象 a。， 则 a 的 事实 支持 hh 的 实现 。 

定理 1.18 若 a/h 和 ai/h 互相 独立 , 则 (a Na)/hk= 
au/h。ai/h《 据 定义 1.9 和 1.12)， 

定理 1.19 (Bayes 定理 ) 若 a,-…, a 互 斥 且 联合 穷 
举 且 6/ > 0， 则 


am/(hM 25) PE am/h 于 2/(CAA oo) _， 
Da/h + 6/ChNa,)) 


其 中 mm 一 1,2,.…,n。 

证 明 : 据 定义 1.9， 

b/h*» an/(hNb) 一 an/ 。p1CNa)。 

因此 , 据 假 设 和 定理 1.12 以 及 定义 1.9, 就 能 得 到 本 定理 ， 

Bayes 定理 在 归纳 逻辑 中 很 重要 ，Keynes 认为 ,可 以 用 
自然 语言 来 说 明 此 定理 。 令 b 表示 事件 8 的 发 生 ，a1,……， 
ao。 是 相对 背景 材料 4 互 斥 且 联 合 穷 举 的 假说 集 ,分 别 表示 8 
的 2 个 可 能 的 原因 4,,…,A, 的 存在 。 于 是 , 当 我 们 不 知事 
件 8 是 否 发 生 时 ，a./4,-…,as/h 分 别 是 4 ,4 存在 的 
先 验 概率 ，6/(4 信 a),…,65/(h 人 oa,) 分 别 表示 假说 ob … 
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4。 对 结果 5 的 预测 度 , 则 
o/h* b/(hN a) ,+s s/h b/ (hh as) 


> Co/h* b/Ch N01)) 入 (co + b/ChNa,)) 


分 别 表示 已 知事 件 B8 发 生 后 ，A,,*…,A, 存在 的 概率 ， 这 里 
的 初始 条 件 ( 即 A A 8 不 是 不 一 致 的 ) 只 是 为 了 保证 事件 了 的 
发 生根 据 初 始 材料 至 少 是 可 能 的 。 Keynes 把 此 定理 称 为 
逆 概 定理 。 他 认为 概率 演算 可 以 用 在 两 类 问题 上 。 一 类 是 由 
因 到 果 , 即 给 定 原因 ,我 们 演绎 出 结果 来 ; 另 一 类 则 相反 ,给 定 
结果 ,我 们 探索 原因 , 逆 概 定理 就 是 用 在 后 一 类 问题 上 的 


$3 对 归纳 法 的 讨论 


Keynes 认为 概率 逻辑 是 研究 论证 的 逻辑 ， 这 种 论证 的 
最 重要 的 类 型 是 依赖 归纳 法 和 类 比 法 的 论证 。 几 乎 所 有 的 经 
验 科学 都 依赖 这 样 的 论 让 。 在 经 验 论 证 中 ， 存 在 两 类 归纳 概 
括 ， 一 种 称 为 全 称 归 纳 法 (universal induction)， 榴 举 归 纳 
法 是 全 称 归纳 法 的 一 种 。 这 种 归纳 法 断定 的 结论 要 求 是 全 称 
的 , 若 发 现 例外 ,结论 就 推翻 。 但 在 大 多 数 场合 ， 我 们 喜欢 另 
一 种 归纳 法 , 它 能 逐渐 接近 一 般 我 们 能 够 依赖 的 规律 ,但 是 无 
论 怎样 恰当 地 建立 ， 这 种 归纳 法 只 能 得 到 概 然 的 规律 。 这 类 
归纳 法 可 以 称 为 归纳 关联 〈inductive correlation)， 即 统 计 
归纳 法 。 例 如 ,我 们 根据 已 观察 到 各 种 各 样 的 天 鹅 都 是 白 的， 
推出 结论 “所 有 的 天 笋 都 是 白 的 "， 那 么 我 们 运用 的 是 全 称 归 
纳 潜 。 若 我 们 根据 已 观察 到 的 这 些 天 笋 是 白 的 且 那 只 天 和 访 是 
黑 的 ,推出 结论 绝 大 多 数 天 牧 是 白 的 ,或 一 只 天 殷 是 白 的 的 概 
率 是 多 少 , 那 么 我 们 用 的 是 归纳 关联 。 

Keynes 认为 应 该 强调 归纳 法 和 概率 逻辑 之 间 的 基本 联 
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系 ,许多 人 已 认识 到 ,根据 归纳 论证 达到 的 结果 是 概 然 的 。 但 
很 少 有 人 清楚 地 认识 到 ， 在 严格 意义 上 ， 每 种 归纳 法 的 有 效 
性 ,不 是 依赖 事物 ,而 是 依赖 概率 关系 的 存在 。 归 纳 论证 不 是 
确证 某 事物 如 此 等 等 ， 而 是 相对 某 证 据 确证 存在 一 支持 它 的 
概率 ， 

Keynes 认为 在 两 类 归纳 法 中 ,全 称 归 纳 法 描述 了 较 简 单 
或 更 基本 的 问题 。 由 于 Keynes 对 归纳 法 的 讨论 主要 是 后 学 
的 ,所 以 我 们 不 在 此 展开 ， 只 举 一 个 我 们 感 兴趣 的 逻辑 问题 ， 
即 简单 枚 举 法 如 何 确定 全 称 概括 句 的 概率 ， 

令 4 表示 在 科学 研究 中 的 背景 材料 ， 8 表示 我 们 要 建立 
的 全 称 概括 名 ，x,,………,x，, 是 8 的 特例 ,因此 我 们 有 

a/C(hNg) = = x/(hNg) = 1, 
现在 的 问题 是 确定 g/(h 信 x, 八 .…* 人 x，) 的 概率 , 即 给 定 背 景 
材料 和 ww 个 & 的 特例 , 求 8 的 概率 。 假设 不 存在 先 验 的 理 
由 来 期 望 任 一 特例 的 出 现 比 另 一 特例 的 出 现 更 令 人 信服 ， 也 
即 假设 相对 上 的 无 差别 原则 

[一 一 
令 g/ChAxiA … … 人 xz) 一 Po re/(AzA， … 人 xs) 一 yo+iy 
假设 所 有 的 ys 9， 于是， 根据 假设 和 定义 1.9, 定理 1.6 
以 及 y。 > 0， 我 们 有 
加 /Pi i g/(hM\xihN\ 人 xz) 
g/(hNxiN Nx) 
~ E/NrN Nx) Nr /AnN Nr) 
Cg/ChN ziN Nr) Cx CAA x A Nx) 
~ (EL/CGAxNA 人 A Dx/ ChAxrN 人 zx “Az A 8)) 
Cg/ChNxN :Nx Cr /ChN x NN zx )) 
Xe/ (kNnN\ “Aza hg) 
CNR Nx) 
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= i/y, 





所 以 ps 一 p_i/y。 一 加 /7 ys) (其 中 po 一 g/4 称 为 
& 的 先 验 概率 ). 因 此 , 若 一 1, 即 xs 和 AANrm 人 .人 zx。 
没有 推出 关系 ， 则 p。 > p,-1!。 据 定义 1.9 和 假设 , 我 们 还 可 
以 进一步 考虑 : 
CaN -人 xs)/ 
一 (Ce 人 人 … -和 xz-D/A)Czs/CAzA .人 zs-D) 
一 (CA -和 xz-D/D 





一 ya7。 Ye 
因此 ,根据 定义 1.8,1.9, 定理 1.4,1.6, 我 们 有 
ps 一 加 /7。7。 yl 
= po/(CxN\ -Nx,)/h) 
= po/((Cx NN x Ne)/h) 
十 (CrA…-Axzs NA le)/h)) 
= po/(Cg/R)CAxN Nx) /CA g)) 
十 (CaA :Ar AN le)/n)) 
= po/lglh + (vA :Nx Ne)/s) 
= po/(g/h + la/he (A:-A zx)/ ChA Te)) 
= po/(Pot (1 — pOC(xA Axr,)/(hA 1e))) 
当 # 增 大 时 , 若 (1 一 po)(Cx 人 人 …- 人 zx,)/Ch 人 lg)) 一 0, 则 
ju。 一 |、 因此 Keynes 认为 若 每 一 特例 都 能 从 g 中 必然 推 
出 , 则 每 一 增加 的 特例 都 能 提高 8 的 概率 ,只 要 这 新 的 特例 不 
能 从 前 面 的 特例 中 确定 性 地 预见 到 ， 即 0<x,/(h 人 x 入 …… 
人 x。-1) < 1， 因 此 可 以 证 明 , 当 特 例 的 数目 增加 使 得 (1 一 
po)(naA… -人 xs)/ 人 As)) 一 0， 则 归纳 论证 的 概率 趋 于 
确定 性 作为 它 的 极限 ， 这 恰恰 是 简单 枚 举 法 的 推理 过 程 。 
关于 类 比 法 和 统计 归纳 法 ,请 参见 [1]. 
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4 keynes 对 我 们 的 启发 


Keynes 在 $2 给 出 的 公理 化 系统 实际 上 是 一 形式 语义 学 
系统 ,并 没有 建立 相应 的 语法 系统 (后 人 ,包括 Carnap， 也 有 
类 似 癌 题 ), 这 在 搞 逻 辑 的 人 看 来 自然 是 不 完备 的 。 在 些 我们 
根据 Keynes 的 思想 ,利用 现 有 的 成 果 ( 主 要 是 可 能 世界 语义 
学 和 测度 论 的 成 果 ), 试 图 建立 一 个 公理 化 的 语法 系统 。 和 希望 
这 种 尝试 能 引起 读者 的 兴趣 . 

我 们 考虑 的 语言 

初始 命题 集 PR 一 {pi:i = 1,2,.…}， 

命题 联结 词 : 1, 八 ， 

合理 相信 算 子 : Bi， 其 中 je€J, r€ [0,1]。 

其 中 , / 是 一 认 知 主体 集 , 若 只 是 公式 , 则 B;q 表示 认 知 主体 

i 对 命题 9 的 合理 相信 度 不 小 于 实数 re[0,1]。 为 了 简单 
起 见 ,我 们 只 考虑 J 一 {j} 的 情况 ， 所 以 下 面 我 们 省 略 合理 
相信 算 子 B 的 下 标 。 

《合式 ) 公 式 的 形成 规则 除了 通常 的 ， 还 增加 下 列 规则 : 
若 P 是 公式 , 则 Br 也 是 公式 《r € [0,1])。 

除了 通常 对 V ,一 ,< 一 的 定义 ,还 引信 

BipAB'p NB' (ip)， 
Bmp 可 以 直观 地 理解 为 对 9 的 合理 相信 度 一 r。 
概率 模型 4 是 下 列 四 元 组 的 结构 
Um (W,R,l,m"*),ew, 
其 中 

(1) W 天 B 《WW 可 以 理解 为 可 能 世界 集 ). 

(2) REW X W《R 可 以 理解 为 认 知 通 达 关 系 )。 

(3) 1:PR 一 (W)， 其 中 多 (W) 是 歼 的 暴 集 ,I 是 
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二 值 真 值 赋值 ,因为 根据 Keynes， 人 和 任何 命题 本 身 非 真 即 假 ， 

(4) 对 任 一 w6 琴 , 先 令 AC(zD) 一 { EW:(w,w’》€ 
R}， 我 们 称 AC(w) 是 从 wv 通 达 别 的 可 能 世界 的 认 知 通达 
集 , 则 m” 是 AC(w) 上 的 概率 测度 具体 说 《ACCw)， 
多 (AC(w)),m”*》 是 一 概率 空间 , 其 中 多 (CACCw)) 是 
ACCw) 的 子 集 作成 的 a 代数 ( 即 AC(w) EE 多 (ACC(w)) 且 
多 (AC(w)) 在 补 和 可 数 并 下 封 闵 ),. (ACCw)) 的 元 素 称 
为 可 测 的 。m” 是 测度 函数 m*: 多 (AC(w)) 一 [0,1] 使 得 
下 列 条 件 成 立 ; 

@ 非 负 性 和 正规 性 :对 任意 46 多 (ACCw)),m*( A) 之 
0; 若 ACCw) 关 多， 则 m*(ACCw)) 一 1， 否则 

m“’(AC(w)) 一 0。 

@ 单调 性 : 对 任意 4，B8e. 祈 (AC(w))， 若 4SB， 
则 m*( A) < m*(B). 

图 5 可 加 性 : 对 任意 4 6 多 (AC(w)) (其 中 i ~ 1， 
2，…*) 使 得 当 i 冯 了 时 ，4; 几 4; 一 $， 则 


(Ud) = 


令 9 是 任意 公式 ,我 们 用 u,w 片 p 表示 FP 在 模型 妇 的 论 

域 W 的 元 素 w 上 成 立 ( 真 ), 令 
TR(w,p) = {w € AC(w):1,w' Fp}, 

凤 TRC(w,p) 是 AC(w) 中 使 ?成 立 的 可 能 世界 集 。 因此 
满足 关系 可 以 定义 如 下 : 

(1) UwEp; > w € 1(pi). 

〈2) A, wp > A wp《 即 9 在 4 的 wx 上 不 成 
立 )。 

(3) Qu 入 出 <>1 wp 县 zz 片 网 。 

(4) UwEB' (yy) < mTR(w, gq)) > 7. 





其 中 内 测度 《m*)* 由 m” 导出 ， 即 对 任意 4SAC(w)， 
m*)*(A) = sup{m“(B):BEAR BeF(ACCw))}. 

车 4 不 可 测 〈4& .F(ACCw)))， 则 4 的 内 测度 是 被 4 所 包 

含 的 最 大 可 测 集 的 测度 。 

我 们 采用 内 测度 是 避免 TR(w,p) 不 可 测 。 显然 这 样 
定义 的 m* 是 如 的 扩张 。 事 实 上 ，, 它 在 WW 的 每 一 子 集 上 都 有 
定义 。 另 外 还 需要 下 列 形成 规则 

若 pg，,4 是 公式 , 则 B"(yp ,4p) 也 是 公式 。 

我 们 还 可 以 有 下 列 满足 关系 

(5) UwEB' (ps) < mF TR p AG))/ Cm") 
‘(TR(w,y))) 之 r， 若 (m*)*(TR(w,w)) A 0。 

直观 地 说 ,B"《p , 几 ) 表 示 我 们 根据 已 知 的 知识 6, 对 ?的 
合理 相信 度 宇 rr。 这 样 表示 的 二 元 合理 相信 算 子 更 接近 Key- 
nes 的 原意 ,用 Keynes 的 符号 表示 , B"《q,4) 就 是 9p/ 之 7. 

相应 地 我 们 定义 

Big, 4)AEB' (pA GN By), 
其 中 1>>0 且 5/ 一 r。 

现在 我 们 可 以 给 出 概括 Keynes 系统 的 公理 化 语法 系统 ， 
其 中 实数 r,s€ [0,1], 

公理 1.5 ”古典 命题 演算 的 重 言 式 及 其 代 人 特例 。 

公理 1.6 Bop. 

公理 1.7 (单调 性 ) B'p 一 Bp， 其 中 二 

公理 18 Bi(v 一 py) 一 (B'p— B'y). 

公理 1.9《〈 乘 法 公理 ) 

(1) BogAB' Sb,p)— BgpAys). 

(2) BpgAGINBNp > By,g), 其 中 :> 0. 

G3) Bl(pAG)NBAp,s)— Bry, 其 中 1 > 0, 

规则 1.1 一 沙 ,p/10。 
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规则 1.2 yp/B'p. 

规则 1.3 p 一 峭 /Brp — B'y. 

规则 1.4 《〈 加 法 规则 ) 

(1) (eeA)ABwpAB00 > Bri(p Vy). 

(2) (PAY)ABnpABACVY) 一 Bag。 

下 面 我 们 来 证 明 几 个 定理 。 

定理 1.20 好 rip < 一 Ba- p)。 

证 明 : 

据 公理 1.5,，T1Cp 八 gp)。 

从 而 根据 规则 1.4, Bp 人 BpV 1p)—>B'™'(1p), 
此 外 我 们 利用 规则 1.2, 可 得 BH(p Vi9) (严格 说 据 规则 
1.2 的 平凡 变形 ). 根 据 规则 1.1, 我 们 有 Bp 一 Bt" op)， 

注意 BpV lp)ABnp 一 Bu" Jp) 是 规则 1.4 
(2) 的 一 特例 。 因此 我 们 有 Bu- ip) 一 Brz。 定理 得 
证 。 

请 读者 比较 定理 1.20 和 $2 的 定理 1.4。 

在 证 明 下 面 的 定理 之 前 ,我 们 先 证 导出 规则 : 

p>%/B"p — Bg, 
证 明 : 据 规则 1.3, 有 
p94/B'p— B'y, 
9 一 由 /BC lo) = BT Iy). 

因此 , pgp 一 /BrpAB lp) ByAB' (1). 

定理 1.21 BA，2)A 人 BGA ly, 0)— Br'tn 
(p ,0). 

证 明 : 据 公理 1.5 我 们 有 ， 

“CopApAo)NCpA ls AO)), 
利用 加 法 规则 ,导出 规则 和 公理 1.5 可 得 
Br'" (pMyNONB' (pA ybA9) 一 
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BCCAAO)VCPA 4A0)), 
BNPpAGAOV (pA 1 A6)) 一 
Brg A0), 

联 立 上 述 两 式 , 并 且 利 用 三 妇 论 ,我 们 有 
Br'"(pNApAONB' (pA LAO)— 
Br p A0), 

再 据 上 古典 命题 演算 的 附加 规则 可 得 
PUI9)N BpNwAOGN B09)N 
BpA TsA0) - BHC6)N 
Blt op A9), :> 0 





因此 

BpAy,0)N\ BpA 1s,0)— Br+'(p, 9), 
定理 得 证 。 

请 比较 定理 1.21 和 $ 2 的 定义 1.8。 

从 上 述 两 定理 的 证 明 ， 我 们 注意 到 关于 一 元 相信 算 子 的 
定理 和 关于 二 元 相信 算 子 的 定理 的 证 明 途 径 大 致 相同 ， 只 是 
后 者 更 麻烦 一 些 ， 

我 们 还 可 以 在 这 个 系统 中 证 明 以 下 结论 

BA%) 一 BA 人 Bp， 
Bp Ms)»B'ph B'y, 
B'i\(g,0)— B'"(pMN ys,9), 
BCGp;9) 人 Br(p ;09) 一 BCp， 史 入 9)，,r > 0, 
BpVY,0)— B'"(p,0)N By ,0), 
后 面 三 个 定理 可 以 分 别 与 $2 的 定理 1.5 和 定理 1.14 作 比 较 。 

显然 ， 我 们 能 得 到 上 述 系统 的 可 靠 性 定理 ， 即 若 ? 是 上 

述 系 统 的 定理 , 则 它 在 所 有 的 概率 模型 中 真 。 关 于 逆 定 理 , 即 
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完全 人 性 定理 是 否 成 立 的 问题 似乎 不 易 解决 ， 原 因 在 于 通常 筑 
态 逻 辑 使 用 的 典范 模型 的 方法 在 此 失效 。 我 们 希望 读者 能 够 
关注 这 一 问题 ,因为 猜想 起 来 ,完全 性 定理 应 该 是 有 的 ,而 且 
这 是 一 个 至 关 重要 的 问题 。 
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第 二 章 ”Reichenbach 的 概率 逻辑 
与 归纳 逻辑 


本 世纪 20 年 代 ，R，von Mises 提出 了 频率 主义 的 概率 
理论 ,把 拔 率 看 作 某 个 随机 聚合 的 子 序列 的 相对 频率 的 极限 。 
H. Reichenbach 继承 和 发 展 了 这 种 思想 。 他 在 概率 逻辑 和 
归纳 逻辑 方面 的 主要 贡献 有 : 〈1) 把 概率 列 涵 号 引入 到 带 等 
词 的 一 阶 谓词 演算 中 ， 形 成 了 相当 丰富 的 概率 演算 ， 并 用 频 
率 解释 和 认定 理论 作为 它们 的 语义 模型 ， 初 步 建 立 了 既 有 语 
法 系统 又 有 语义 模型 的 概率 演算 系统 。(2) 阑 述 了 概率 逻辑 
的 本 性 ， 建 立 了 概率 逻辑 的 真 值 表 把 概率 逻辑 看 作 是 取 连 
续 值 的 多 值 遥 辑 ， 分 析 了 这 样 的 多 值 逻辑 与 古典 二 值 逻 辑 的 
关系 。(3》 深 入 讨论 了 归纳 法 的 分 类 和 作用 ， 以 及 归纳 逻辑 
的 本 性 ,归纳 逻辑 ,概率 逻辑 与 演绎 过 辑 的 关系 。 


$1 概率 演算 


H. Reichenbach 的 概率 演算 是 在 带 等 词 的 狭 谓 词 演算 
的 基础 上 ,增加 概率 蕴涵 号 和 引 人 新 的 公理 而 建立 起 来 的 .他 
利用 了 罗素 的 系统 ， 采 用 类 演算 的 符号 来 表示 公理 和 别 的 公 
式 ， 他 的 航 率 演算 有 三 个 系统 : 初等 概率 演算 、 概 率 序列 的 
序 理论 和 高 阶 概率 理论 ,其 中 以 前 者 最 为 基本 ,所 以 我 们 在 此 
只 讨论 它 ,其 它 可 参见 [2]， 

1. 概率 荀 汰 关系 的 引信 

Reichenbach 用 op,c,… 表示 命题 变 项 , f,g,h,-…… 
表示 谓词 ，F,G,H,… 表 示 类 ，7 1, V ， 入 ,一 ，*> 定义 如 通 
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常 。Reichenbach 用 谓词 来 定义 类 

x € FAEf(x), 

x,y € FAEf(r,y), 

x€ FA I(xE F), 

rE(F ~—>G)AxrE(FVG), 
通过 这 样 的 定义 ， 谓 词 演算 的 普遍 有 效 式 沈 对 应 类 演算 的 普 
遍 有 效 式 ,其 中 全 类 Y( 即 所 有 东西 的 类 ) 看 作 是 真 命题 的 外 
延 , 空 类 8g 看 作 是 假 命题 的 外 延 . 

Reichenbach 认为 要 在 类 演算 的 基础 上 建立 概率 演算 ， 
首先 要 把 概率 陈述 名 形式 化 ,考虑 一 个 典型 的 概率 陈述 句 “ 若 
4 真 , 则 2 以 程度 ? 概 然 "。 它 肯定 了 命题 % 和 4 之 间 存 在 概 
率 蕴 涵 关 系 ,用 符号 来 表示 就 是 a。 汪 5. 概率 蕴涵 联结 的 项 通 
常 是 事件 ， 令 * 表示 事件 “此 丛 子 抑 出 ”, y 表示 事件 “此 般 子 
在 桌 上 停 下 后 1 朝 上 ”， 这 就 意味 事件 》 被 看 作 属于 某 个 类 
B， 我 们 关心 的 是 某 个 类 ， 至 于 该 假 子 滚 到 桌子 的 什么 地 
方 ， 或 者 它 的 边 朝 什 么 方向 ， 都 是 无 关 紧 要 的 ， 只 考虑 1 朝 
上 就 行 了 。 这 对 事件 * 也 同样 ,我 们 不 考虑 用 什么 力 来 抑 它 ， 
或 传 给 它 是 什么 角 动 量 ,只 要 求 事件 * 就 是 掷 一 盘子 ,所 以 它 
也 是 属于 某 个 类 4 的 。 因 此 ， 我 们 可 以 用 以 下 形式 来 刻 划 这 
个 概率 陈述 句 

















xc4 人 7y6B。 (2.1) 


但 这 个 表述 还 需 修 改 : 类 的 元 素 必 须 用 某 种 次 序 给 定 ,例如 时 
间 的 次 序 . 换 名 话说 ,事件 x 属于 可 数 序列 《xi:i 一 1,2,*…》 
《以 后 简 记 为 《x;))、 同 时 事件 y 属于 对 应 的 序列 (y 一 1， 
2,"……)( 以 后 简 记 为 《y;))。 在 两 序列 的 元 素 之 间 存在 一 一 
对 应 的 关系 ， 这 用 相同 的 下 标 表示 。 我 们 只 能 断定 对 应 元 
x 和 yi 之 问 的 概率 蕴涵 名 ,所 以 《2.1) 修改 为 


ee 21 。， 





ri€AD yi€B. (2.2) 

但 (2.2) 也 没有 完全 表达 概率 陈述 名 的 形式 ,我 们 还 必须 进 一 

步 断定 : 对 每 一 x;,y;, 相应 的 概率 蕴涵 名 都 成 立 , 因 此 (2.2) 
用 下 列 全 称 闭 包 (2.3) 来 代替 

(xi)(yi) (zs 4 全 ye a). (2.3) 


表达 式 (2.3 表示 了 该 概率 陈述 句 的 最 终 形 式 。 《2.3) 也 说 
明 概 率 悍 许可 以 看 作 是 类 之 间 的 一 种 关系 。 我 们 把 类 了 4 称 为 
参考 类 ,将 称 为 属性 关 ， 为 了 方便 ,(2.3) 可 以 纺 写 为 
(43 a). (2.4) 
为 了 和 概率 论 的 记号 一 致 ,我们 引入 以 下 定义 
(PC4,8)— PE(4D BY). 

不 过 要 注意 ，Reichenbach 的 PC4，B) 丛 是 现行 概率 论 的 
p(B,4). 

2. 公理 和 规则 

到 目前 为 止 我 们 还 没有 给 出 一 种 确定 任意 丙 个 关 之 问 是 
否 存在 概率 关系 的 方法 , 即 求 初始 概率 的 方法 (下 一 节 将 讨论 


这 种 方法 )。 所 以 我 们 在 此 只 研究 如 何 从 给 定 的 概率 蕴涵 句 
推出 新 的 概率 蕴涵 句 的 问题 , 先 引 入 以 下 公设 : 


存在 规则 : 若 根据 下 列 概率 演算 ,概率 范 活 句 (4 兮 8] 


的 数值 ”能 被 给 定 的 概率 句 确定 , 则 该 概率 蕴 话 句 ( 4 仿 8 


存在 。 
Reichenbach 认为 存在 规则 不 是 概率 演算 的 公理 ， 它 只 
是 一 个 用 元 语言 表述 的 规则 ， 类 似 经 典 逻 辑 中 的 分 离 规 则 和 
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代入 规则 

Reichenbach 的 概率 演算 的 语言 是 一 阶 带 等 词 的 谓词 这 
算 的 语言 加 上 概率 昔 洒 号 ,pe [0,1]。 他 的 公理 系统 可 以 
看 作 是 刻 划 概率 理 话 的 性 质 的 公式 系统 。 

公理 24 (单一 性 公理 ) 

pz9>((4D 8)A(4D 2) ed)). 

公理 2.2 《正规 性 公理 ) 

() A>8) =>) ((4D 8) = D)). 


G) Ge DN (4D 8) p>0). 
公理 2.3 《加 法 公理 ) 
(4D 2A(4D NA BNC 
G3) (4 VCJAC ~ p+ 9)), 
公理 2.4 (乘法 公理 ) 
(4 2)A(4A8D co)= 
Gn ((4 仿 BAcJAC 2 0)). 
公理 2.5 带 等 词 的 一 阶 谓词 演算 的 全 部 普遍 有 效 式 ( 同 
构 于 类 演算 的 全 部 普遍 有 效 式 )。 Reichenbach 公理 系统 的 
规则 与 带 等 词 的 一 阶 谓词 演算 的 规则 相同 ， 只 是 对 概率 蕴涵 
号 的 前 后 件 不 能 代 人 概率 蕴涵 式 。 
上 述 系统 也 是 一 种 公理 化 语法 系统 ， 公理 2.1 表述 了 概 
率 度 的 单一 性 ,这 是 用 一 种 归 雇 法 形式 来 表述 的 ， 公 理 2.2 说 
湖 概 率 度 pe [0,1], 这 种 正规 性 要 求 类 4 非 空 。 乘 法 公理 可 
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以 与 第 一 章 的 定义 1.9 相 比 较 。 

为 了 方便 ，Reichenbach 也 用 记号 来 表示 公理 ,但 在 
我 们 看 来 这 种 变换 似乎 是 不 严格 的 。 例 如 ， 把 加 法 公理 用 PP 
记号 来 表示 ,就 有 

若 4 一 人 (BAC) 是 普遍 有 效 式 , 则 

P(A,BVNC) = P(A,B)+ P(A,C). 

这 样 的 变换 不 仅 扩大 了 含义 ， 而 且 把 语法 公理 换 成 语义 公理 
《因为 除非 不 把 已 看 作 是 一 阶 语 言 中 的 函数 符号 ,否则 上 述 等 
式 已 不 是 一 阶 公式 )。 

从 上 述 系 统 可 以 推导 出 许多 关于 概率 的 定理 来 ， 请 读者 
参考 第 一 章 自 证 。 





$2 频率 解释 模型 


Reichenbach 的 频率 解释 模型 是 把 概率 解释 为 无 穷 序列 
的 相对 频率 的 极限 。 不 失 一 般 性 ,我 们 并 不 假设 序列 〈*》 的 
所 有 元 都 属于 4， 例 如 迫 一 硬币 的 序列 可 能 相间 另 一 硬币 的 
情况 。 同 样 ,在 对 应 的 序列 《y;》 中 也 可 能 只 有 某 些 % 属于 
类 8。 我 们 用 表达 式 N*(4) 表示 《x;) 的 前 * 项 中 满足 
zi€ 4 的 元 素 的 数目 ， 用 NM"(C4NAB) 表示 《xi,y;》 的 前 4 
项 中 同时 满足 we 4 且 yeB 的 元 素 序 对 的 数目 ， 则 相对 
频率 _F"( 4,B) 就 定义 为 

F"(A,B)AN"(ANMB)/N'(A). 
因此 Reichenbach 的 概率 蕴涵 的 频率 解释 可 以 表述 如 下 : 
若 对 给 定 序列 《x;),《y:)， 当 = 一 co 时 ，F"(4, B) 趋 于 极 
限 p, 则 2 称 为 相对 《zi),(y;》 的 从 4 得 到 B 的 概率 , 记 作 
P(A, B) 一 limF"(A,B) -=p. 
现在 我 们 来 证 明 频 率 解 释 模型 满足 Reichenbach 的 公 
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理 系统 。 
考虑 公理 2.1。 假 设 《x;) 1(xi€ 4) 成立, 则 
N'(4NB) = 0 = N"(4), 


所 以 F"(A4, 8) 假设 未 定型 人 型 ， 因此 我 们 有 





0 
P(A, B) 一 一 ， 
(AE) 


即 该 概率 没有 确定 的 值 。 这 个 结果 表示 ， 若 p 关 9， 则 从 
(xi) (re4) 可 推出 
(43 a)\(4 全 四) 

反之 , 若 (3x)(xe 4)， 则 存在 确定 的 极限 ， 因 为 只 能 有 一 
个 极限 存在 ,所 以 公理 2.1 的 另 一 半 也 满足 。 这 里 须 注意 , 即 
使 只 有 有 穷 个 元 *; 属于 4， 也 仍然 存在 极限 。 这 时 我 们 招 
关于 最 后 一 个 元 素 的 相对 频率 看 作 是 极限 。 这 种 平凡 的 情况 
也 包括 在 频率 解释 中 ,并 且 在 证 明 公理 2.1 和 下 列 其 他 公理 时 
不 产生 任何 困难 

考虑 公理 2.2(1)。 假 设 4 -> B 普遍 有 效 ， 则 根据 多 辑 
北 涵 的 含义 ,对 任意 ayyj。 若 me 4， 则 ye B， 在 这 种 情 
况 下 ,所 有 的 F" 一 1， 立即 可 得 (4 今 8)， 注 意 该 公理 的 
主 联结 词 不 能 是 等 价 号 ,因为 存在 某 些 场合 ,其 中 有 些 me 4 
对 应 yi 和 9。 这 时 也 能 得 到 lim F" 一 1， 这 样 ,说 明了 为 何 
极 大 概率 昔 涵 “了 3 "要 比 远 辑 苑 潘 “~>" 更 广泛 ， 这 也 证 明了 程 
度 的 概率 薄 肖 表 示 经 典 逻 辑 全 称 薄 亡 的 一 个 概括 . 

公理 2.2(2) 直接 从 下 列 事实 得 到 满足 。 相对 频率 是 一 
非 负数 且 总 是 不 大 于 1。 

为 了 证 明 公理 2.3 的 满足 竹 , 我 们 首先 构造 
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F(A,BVNC) =— N"(AMN(BVC))/N"(A), 
若 4 一 人 (BAC) 普遍 有 效 ,这 等 于 (根据 频率 解释 的 定义 ) 

CN"(AMN B)/IN"(A)) + (N°(AMNC)/N"(A)). 
因为 B 和 C 相对 4 不 相 容 , 即 当 x;€ 4 时 ,对 应 的 y; 和 zi; 不 
能 同时 分 属于 B 和 C ,因此 我 们 有 

F*(A,BVC) = F(A,B) + F"(A,C). 
该 等 式 在 转移 到 极限 过 程 中 始终 保持 不 变 ， 因 此 对 互 不 相 容 
的 事件 ,我 们 有 
P(A,BNC) = P(A,B) + P(A,C), 
考虑 公理 2.4, 据 相对 频率 的 定义 ,有 
F(A,BAMC) 
一 Ne"(4ABANAC)/Ne(4) 
一 CN"(C4NAB)。N"CL4ABAC))/ 
CN"(A)* N:(ANMB)), 
这 里 假设 Ar"(4AB) 4， 否则 易 证 
上 式 =F"(4,B)。F"(AN B,C), 
该 等 式 在 转移 到 极限 过 程 中 始终 保持 不 变 。 若 极限 存在 ， 根 
据 极限 定义 ,就 有 
P(A,BAC) = P(A,B). P(ANB,C). 

最 后 证 明 存 在 规则 也 可 以 从 频率 解释 中 推出 ， 因 为 每 一 
公理 表示 频率 之 间 的 普遍 有 效 关系 。 这 种 关系 甚至 在 转移 到 
极限 之 前 也 严格 保持 ， 所 以 从 这 些 公理 推出 的 每 一 概率 公式 
也 对 应 频率 之 间 的 普遍 有 效 关 系 ， 且 这 种 关系 在 转移 到 极限 
之 前 也 严格 有 效 。 每 一 这 样 的 关系 可 以 写作 以 下 形式 


有 一 7 有 3-D， (2.5) 


其 中 f; 代表 下 列 形式 的 频率 表达 式 : 
ff = F"(4;,B8;). (2.6) 
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(25) 和 (2.6) 的 下 标 表明 下 列 事实 : ”我 们 在 此 斌 究 的 频 率 
量 是 属于 不 同 的 事件 4,8,……。 根 据 存在 规则 , r 是 一 单 什 
痕 数 。 当 2 一 co ， 从 有 关 航 限 的 定律 可 得 ; 每 当 f7,*……， 
jm-t 趋 于 极限 p.,… ,Ps-1:， 则 f% 也 必然 趋 于 级 限 p。。 换 
句 话说 , 据 存 在 规则 ,每 当 概 率 p,,*…,p。-， 存在 时 ,概率 pw 

这 样 就 证 明了 Reichenbach 的 系统 被 频率 解释 模 型 满 
足 ， 

显然 上 述 频率 解释 是 针对 事件 序列 的 ,所 以 原则 上 ,对 单 
个 事件 ， 频 率 解释 是 有 问题 的 。Reichenbach 为 了 把 他 的 频 
率 解释 供 彻 到 底 ,就 提出 他 的 认定 理论 。 他 说 ,假定 在 一 序列 
中 ， 事 件 8 的 频率 是 5/6。 车 有 人 人间， 单个 事件 B 是 否 要 发 
生 ， 我 们 会 选择 肯定 的 回答 ， 因 为 我 们 如 此 重复 下 去 ， 总 有 
5/6 的 可 能 是 对 的 ， 那 么 究 意 在 什么 意义 上 我 们 能 下 此 断定 
呢 ? 回答 是 ,不 能 把 该 陈述 名 看 作 是 一 个 断定 ,而 是 看 作 一 个 
认定 (posit)。 这 里 使 用 “认定 ”一 词 是 和 博 奕 论 中 使 用 “ 打 
赌 ” 一 样 。 当 我 们 赔 一 匹 马 的 胜 负 时 ， 我 们 不 是 说 ,根据 这 样 
的 打赌 该 马 将 取胜 这 句 话 为 真 ， 而 是 在 下 赌注 时 ， 把 这 句 话 
当 作 真 的 , 因此 ，Reichenbach 对 “认定 ”下 了 以 下 定义 :“ 认 
定 是 我 们 看 作 真 的 陈述 句 ， 尽 管 它 的 真 值 是 未 知 的 .”(〈[2]， 
P. 373)、 当 这 似乎 是 我 们 所 能 做 到 的 最 好 选择 时 ， 我 们 才 决 
定 作出 认定 。 这 里 的 “最 好 "具有 能 用 数值 解释 的 意义 , 它 是 
指 当 我 们 重复 运用 该 认定 时 , 它 将 是 最 成 功 的 。 

认定 方法 适 于 用 概率 陈述 名 来 判定 单个 事件 ， 它 在 所 有 
的 实际 运用 中 都 起 重要 的 作用 。 例如 农民 对 于 未 来 的 天 气 ， 
医生 对 于 他 面临 的 病人 ， 都 要 通过 对 他 们 认为 最 有 可 能 出 现 
的 事件 的 假定 来 做 出 认定 。 

Reichenbach 认为 ,严格 地 说 ,只 有 关于 类 的 概率 概念 才 
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是 合法 的 ,单个 事件 的 概率 可 以 看 作 是 权宜 之 计 , 它 必须 用 类 
概念 来 构造 。 这 个 构造 就 是 把 单个 事件 看 作 是 变 得 越 来 越 罕 
的 类 的 极限 。 这 种 认定 方法 已 在 概率 论 中 根据 下 列 事实 证 明 
是 正当 的 : ”车 我 们 用 子 序列 的 概率 PC4 八 §, 3) 而 不 是 用 
P(A4,B) 来 作为 我 们 认定 的 根据 , 我 们 就 能 得 到 更 大 数目 的 
成 功 的 话 ,那么 如 此 重复 地 把 主 序列 划分 成 子 序列 ,将 会 导致 
越 来 越 好 的 结果 ， 只 要 这 一 概率 在 每 一 步 都 在 增加 ， 当 该 单 
个 事件 一 直 处 于 越 来 越 罕 的 类 中 ,这 个 概率 就 趋 于 极限 ， 


$ 3 作为 多 值 逻辑 的 概率 逻辑 


前 面 我 们 把 概率 看 作 是 事件 (序列 ) 的 性 质 ， 但 我 们 也 可 
以 把 概率 看 作 是 关于 事件 的 句子 的 性 质 。 通过 这 样 的 转换 ， 
概率 成 了 命题 的 信用 《rating) 程度 ,概率 陈述 名 不 再 属于 对 
象 语言 ， 而 是 属于 元 语言 、Reichenbach 称 这 种 思想 为 概率 
的 逻辑 解释 。 经 典 逻 辑 是 二 值 钦 辑 ， 把 概率 看 作 是 一 种 真 值 
就 是 要 构造 一 种 多 值 逻辑 。 Reichenbach 构造 的 概率 逻辑 就 
是 真 值 在 [0,1] 区 间 上 取 连 续 度量 的 多 值 远 辑 。 

Reichenbach 的 概率 逻辑 主要 是 相对 命题 序列 而 言 的 。 
为 了 构造 恰当 的 命题 序列 ,我 们 从 下 列 概率 蕴涵 式 开始 讨论 . 


(zi) (70) (ss ADye a), | (2.7) 
(2.7) 实际 上 表示 两 个 事件 序列 《x;》,《y;》 分 别 相对 类 4 和 


类 8 的 概率 蕴涵 关系 ， 我 们 现在 要 考虑 关于 事件 的 句子 的 概 
率 蕴涵 关系 ,所 以 (2.7) 可 改写 为 


0) (e 今 6) (2.8) 
它 实 际 是 对 下 列 概率 荡 活 句 的 缩写 
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aa 3b, qa 分 5 
即 我 们 考虑 的 是 两 个 命题 序列 《a;》,《b;》 之 间 的 概率 落 涵 关 
系 ， 用 P 记 号, 我们 有 

PCai),(b)) 一 包 (2.9) 
频率 解释 根据 下 列 方式 构造 : 在 由 真 命题 a; 选 出 的 子 序列 
中 统计 对 应 的 真 命题 5; 的 数目 ( 若 无 特 别 说 明 , 从 现在 起 概 
率 表达 式 属于 元 语言 ， 这 是 可 能 的 ， 因 为 关于 元 语言 的 表达 
式 的 所 有 规则 严格 对 应 关于 对 象 语言 的 表达 式 的 规则 )。 

若 把 概率 看 作 是 一 种 可 以 与 真 信 相 比较 的 性 质 ， 就 必须 
进一步 克服 一 个 障碍 。 我 们 知道 真 值 是 句子 的 性 质 ， 而 概率 
严格 说 是 两 个 句子 之 间 的 关系 ， 因 此 我 们 如 下 来 消除 这 种 因 
准 : 用 全 类 《oiV “1;》 来 置换 《a1》, 所 以 (2.9) 可 写作 

PllaiV lai),(bi)) 一 PC) = p, (2.10) 
这 样 出 现 的 概率 作为 命题 序列 的 性 质 ,与 真 值 相同 。 

现在 我 们 对 (2.10) 构造 一 频率 解释 , 这 个 解释 与 前 一 节 
的 频率 解释 在 本 质 上 一 致 ， 但 这 里 我 们 使 用 的 是 概率 的 届 辑 
解释 ， 所 以 我 们 必须 对 关于 事件 的 句子 而 不 是 对 事件 本 身 计 
数 ,因此 可 用 以 下 形式 写 出 (2.10) 的 频率 解释 

POUbYD = lim NG) -DD, (2.0) 


7 ti=1 





其 中 o 是 古典 二 信 真 值 指 激 ，N (oC5,)==1) 表示 序列 (6) 


的 前 ”项 中 真 命题 b; 的 数目 。 
对 有 穷 命 题 序列 《b;)， 概 率 的 频率 解释 仍 保持 ,只 要 我 


们 把 F"(《6;)) 一 二 N (eC&) 一 1) 的 值 的 极限 理解 为 该 


序列 最 后 一 项 的 相对 频率 。 在 这 种 情况 下 ， 一 共 只 有 ”+ 1 
个 值 : 0/w,1/n,*… ,n/n 对 频率 是 可 能 的 ,因此 只 需 "十 1 值 
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膛 辑 就 够 了 ,无需 再 涉及 壬 续 度 量 的 概率 逻辑 。 此 外 ,有 穷 序 
列 和 无 穷 序 列 还 有 一 个 重要 的 区 别 : 对 于 前 者 ， 频 率 的 极限 
为 1 当 且 仅 当 所 有 的 b; 缘 真 ,因此 相对 有 穷 序列 , 无 须 区 别 
全 称 蕴 洱 和 极 大 概率 列 涵 全 之 间 的 差异 ， 但 这 种 情况 对 无 
穷 序列 不 成 立 。 
当 # 越 来 越 小 时 ，+ 十 ! 值 逻 辑 就 向 二 值 四 辑 转 化 ， 当 

# 中 1 时 ,就 归 约 为 二 值 巡 辑 ， 命 题 序列 也 归 约 为 单个 命题 . 
因为 这 时 这 样 的 序列 的 频率 只 是 1 或 0, 所 以 我 们 有 

P(b) 一 1 或 P(b) = 0。 
在 这 种 场合 ,两 个 可 能 的 概率 入 和 古典 真 值 ;: 真 、 假 相 一 致 ， 
所 以 我 们 可 以 把 真 假 看 作 当 该 序列 归 约 为 单个 命题 时 产生 的 
概率 的 极限 情况 。 

下 面 Reichenbach 给 出 具有 连续 度量 的 概率 逻辑 的 真 值 

表 . 为 此 首先 给 出 以 下 定义 

ai) V(b) 人 A ai Vbi), 

a) N\ C671) 人 El aiN\ bi), 

(qi) 一 (6 会 Co > 1), 

(a1)—> bi)A(a > 6b;), 

~ Kai? 人 AE( lo》， 

P((ai),《b;)) 人 会 





SN (olaiN bi) -D/N (ca) 一 中) 


#4=1 
表 ! 概率 逻辑 的 真 值 表 
一 元 联结 词 


PCCo 7) | Pei7) 





p | 1-—p 
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二 元 联结 词 和 运算 
Poi9) |PCCb>) | P(Cai>,dbi>) | PadVebD) | PCCe>AL5D) 





? |! 9 | 4 | +-pou | pn 














PCCo>><b2) | Playerseb>) | PCbi>,Lei)) 








表 1 包括 两 个 限制 条 件 ， 
je <u< 9 
p p? 


2. P(Ka;),K0;)) = 1, 

其 中 条 件 2 具有 类 似 前 面 公理 2.2(1) 的 功能 。 表 中 垂直 双 
线 左边 是 变 目 的 真 值 。 显 见 ， 作 为 多 值 逻 辑 的 概率 逻辑 和 二 
值 逻辑 之 间 存 在 本 质 的 差异 : 对 后 者 ,除了 门 ,其 它 联结 词 的 
真 值 表 用 两 个 组 元 的 真 值 作为 变 目 就 能 确定 复合 命题 的 真 
值 。， 例 如 ， 当 。 的 真 值 为 1 ,8 的 真 值 为 0 时 ，e 人 2 的 真 值 
为 0。 但 在 概率 逻辑 的 二 元 联结 词 和 运算 中 则 不 然 ， 两 个 变 
目 不 足 以 确定 复合 命题 序列 的 真 值 , 还 需要 第 三 个 变 目 . Rei- 
chenbach 是 用 PCKe;)),PC《b;)) 和 PCCoi》， (>)》 作 为 变 
有 目的。 别 的 组 合 可 以 用 这 三 个 值 来 确定 。 

易 证 ,上 表 是 古典 二 值 膛 辑 的 概括 , 即 古典 二 值 逻 辑 可 以 
看 作 是 概率 值 只 取 0 和 ! 的 特例 。 在 这 种 情况 下 ， 表 1 的 头 
两 栏 的 取 值 只 有 4 种 组 合 ,其 他 复合 命题 的 真 值 由 表 2 给 

表 2 

















若 p = 1!， 则 据 限 制 条 件 ，w 二 9， 所 以 表 1 的 第 三 栏 失 去 
了 它 的 独立 地 位 。 这 意味 表 1 的 第 三 栏 已 成 为 前 两 栏 的 函 
数 ， 所 以 隔 开 变 目 和 函数 的 垂直 双 线 就 得 向 左 移动 一 栏 ， 对 
z 一 0 的 情况 , * 值 的 不 确定 性 用 问号 “?“ 来 表示 .这 样 , 若 令 
Pp 一 9 一 4 一 1, 则 得 到 析 取 值 1 十 1 一 11 一 1，, 合 取 值 1.1 一 
1， 蕴涵 值 1 一 1 十 1 - 1 二 1, 等 等 。 易 证 在 二 值 逻辑 的 所 有 命 
题 联 结 词 的 真 值 中 都 能 去 掉 由 “?” 表 示 的 不 确定 值 ， 人 鲍 如 , 当 
P 一 0,9 一 1, w 一 ?时 , 析 取 值 就 是 0 十 1 一 0.? 一 1， 因 为 
“? “只 表示 [0, 1] 中 任意 的 有 穷 数 , 它 与 0 相 乘 总 是 为 0. 

Reichenbach 把 处 理 单个 命题 的 概率 逻辑 称 为 权 逻辑 
(logic of weight)， 它 是 通过 把 命题 序列 的 真 值 《 真 值 概 
率 ) 性 质 虚 拟 地 转移 到 单个 命题 而 构造 起 来 的 。 在 此 我 们 允 
许 单个 命题 。 进 入 概率 隆子 (functor) Pla) 一 p, 其 中 数值 
?测度 4 的 权 。 不 言 而 喻 , 4 的 权 是 根据 适当 的 参考 类 (如 全 
类 ) 来 确定 。 若 用 e, 置换 表 1 中 的 《oi》 和 《5b;》， 我 们 不 
难得 到 权 逻 辑 的 真 值 表 , 从 而 确定 复合 命题 的 权 。 














$ 4 ”归纳 法 与 归纳 逻辑 


Reichenbach 首先 把 归纳 法 分 为 初级 归纳 法 和 高 级 归纳 
法 ， 传 统 的 简单 枚 举 法 大 体 相当 初级 归纳 法 .关于 高 级 归纳 
法 ， 他 谈 到 三 种 常见 类 型 。 第 一 类 是 F. Bacon 的 三 表 法 和 
J. S，Mill 的 求 因果 五 种 方法 。 
第 二 种 称 为 交叉 归纳 法 〈cross induction)， 它 是 对 简单 
枚 举 法 的 修正 ,这 个 推理 可 用 下 列 模式 来 说 明 。 
mE€EB, x€ B, xs¢B, xk B, rxs¢B,..., 
meC, ygC, YEC, ye ,YIsKkC,*, 
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Z1€ES, 22€S$, LES, HES, LsE Ss.**。 

对 最 上 的 模 序 列 ， 归 纳 推 理 能 得 到 下 列 结 果 : 正 负 事例 都 出 
现 ,对 最 下 的 横 序列 ， 归 纳 推 理 的 结论 是 : 总 是 出 现 正事 例 . 
然后 再 在 垂直 方向 做 归纳 淮 理 ， 这 时 把 每 一 模 序 列 作为 一 个 
元 素 ， 因 为 上 面 所 有 别 的 序列 都 出 现 正 负 事 例 ， 所 以 我 们 推 
出 ,最 下 的 横 序列 只 要 是 充分 连续 的 , 它 也 会 出 现 负 事例 ， 这 
样 ,我 们 通过 交叉 归纳 法 ， 消 去 了 一 个 归纳 推理 .这 种 推理 模 
式 经 常 使 用 。 例 如 ,虽然 碳 还 没有 熔化 ,但 在 更 高 的 温度 下 它 
将 熔化 ,因为 其 他 所 有 的 物质 都 如 此 。 

第 三 种 是 解释 归纳 法 (explanatory induction): 从 一 定 
的 观察 材料 到 假说 或 理论 的 推理 。 根 据 一 定 的 观察 材料 ， 往 
往 能 提出 多 个 解释 这 些 材料 的 假说 , 运用 归纳 法 和 Bayes 定 
理 ,可 以 分 别 求 得 这 些 假 说 的 概率 ,从 而 进一步 选择 最 合适 的 
假说 和 理论 。 

以 上 提出 的 各 种 形式 的 归纳 法 包括 一 个 共同 的 特征 : 淮 
理 不 仅 建立 在 新 的 观察 材料 之 上 ， 而 且 建 立 在 前 面 的 归纳 推 
理 的 成 果 之 上 ， 因 此 归纳 法 的 正当 性 建立 在 一 种 把 许多 归纳 
推理 结合 成 网 络 推理 的 方法 之 上 。 

所 有 不 具有 枚 举 归纳 法 形式 的 归纳 淮 理 必须 用 概率 演算 
的 定理 来 解释 。 而 概率 演算 的 公理 化 系统 导致 下 列 结果 ; 若 
假定 频率 解释 ， 所 有 的 概率 推理 都 可 以 归 约 为 演绎 推理 和 枚 
举 归纳 法 。 在 概率 蕴涵 句 之 间 以 及 与 别 的 公式 之 间 的 关系 和 
推演 需要 用 演绎 推理 。 确定 概率 蕴涵 句 需要 用 枚 举 妇 纳 法 ， 
因为 一 般 说 ， 从 相对 频率 ， 只 有 经 过 认定 一 修正 一 认定 的 方 
法 才能 得 到 极限 ， 而 这 种 方法 本 质 上 就 是 用 概率 论语 言 刻 划 
的 枚 举 归纳 法 。 所 以 可 以 得 出 结论 ， 所 有 的 归纳 推理 都 可 以 
归 约 为 枚 举 归纳 法 ， 当 然 这 并 不 等 于 说 所 有 的 归纳 推理 都 可 
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以 直接 转换 为 枚 举 法 。 这 种 归 约 只 能 间接 地 把 概率 公理 归 约 
为 频率 解释 ,因为 在 频率 解释 下 ,概率 城 是 家 限 频率 ， 而 根据 
极限 频率 的 定义 ,所 谓 之 是 相对 频率 F',F?,.… 的 极限 ,就 是 
说 ,对 任意 >> 0， 总 存在 N， 和 使得 对 所 有 wn 二 N， 都 有 
lp—el<F"*<pt+s, 
我 们 知道 ， 在 一 般 情况 下 序列 的 元 素 的 出 现 无 一 定 规则 。 对 
这 样 的 序列 求 极 限 , 只 有 通过 考察 相对 频率 来 认定 极限 频率 ， 
即 通过 考察 F', F*,.…，F* 认定 极限 频率 随 ”一 co 将 趋 
于 其 中 某 个 F'(i; < N)， 这 里 的 F' 可 以 是 这 些 相对 频率 的 
平均 数 , 也 可 以 是 在 这 些 频 率 中 出 现 次 数 最 多 的 。 显 然 ,这样 
做 出 的 认定 未 必 一 定 正确 ,于 是 沉 要 再 考察 FT FT 
FNtm， 重 新 认定 某 个 Fi 是 极限 频率 。 若 类 B 相对 参考 类 4 
的 概率 ? 存在 , 则 极限 频率 就 存在 ,根据 极限 频率 的 定义 ， 对 
任 给 s > 0， 总 存在 自然 数 N* 使 得 RY IC4，B)， RS 
(4,B)，…， 都 落 在 区 间 
[|F"(A,B)— el, F*(A,B)+e] 

中 , 从 而 RY"(4,B) 就 是 我 们 要 求 的 极限 频率 。 因此 Rei- 
chenbach 认为 , 若 极限 频率 存在 ， 则 通过 认定 一 修正 一 认定 
的 过 程 ， 就 一 定 能 从 相对 频率 中 把 它 求 出 来 。 这 样 的 过 程 
就 是 归纳 推理 ， 这 样 的 规则 就 是 归纳 规则 。 归纳 逻辑 就 是 
包含 归纳 规则 和 所 有 演绎 逻辑 的 推演 规则 和 公理 。 因此 在 
Reichenbach 看 来 ,归纳 逻辑 和 概率 逻辑 是 有 区 别 的 , 后 者 是 
演绎 逻辑 ,是 古典 二 值 逆 辑 的 概括 ,而 前 者 是 访 绎 逻辑 的 所 有 
规则 和 公理 ,包括 概率 人 逻 辑 的 所 有 规则 ,外 加 上 述 归纳 规划 。 








$5 Reichenbach 对 我 们 的 启发 


如 果 说 Keynes 的 概率 演算 是 过 立 在 古典 命题 六 算 的 基 


»34+ 





础 上 ,部 么 Reichenbach 的 工作 是 建立 在 谓词 演算 的 基础 上 
的 ,所 以 我 们 遵循 Reichenbach 的 思想 ， 试 图 得 到 以 下 概括 
形式 . 

给 定 一 阶 语言 乡 , 我 们 添加 概率 将 洱 号 分， 其 中 pe 

p 

[0,1]，。 注意 ; 实际 上 我 们 添加 了 连续 统 多 个 慨 率 章 涵 号 

形式 规则 增加 : 

着 9(e]，4(z) 是 公式 , 则 (2) ( p(x) 驴 Ws)) 也 
是 (注意 :p(x) ,p(x) 中 还 可 以 有 别 的 自由 变 元 )， 

根据 Reichenbach 在 本 章 $1 的 思想 ,我 们 有 如 下 公理 系 . 
统 : 除了 谓词 演算 的 公理 和 规则 ,我 们 还 有 

公理 2.6( 单 一 性) 
pr) DBM Cpl) Ds) > Cr) pC), 








其 中 p 关 4 
公理 2.7( 正 规 性 》 


(CD Wo 06) = (ec D0)). 
(2) Co(eCD 今 w(x) ), 其 中 p 二 0, 


公理 2.8《 加 法 公理 ) 
(1) (x)Cp(x) 一 (P(x)N0(s))) 一 


(GIGOLO 

(vs) DS sn Ve))). 

(2) (x)(p(r) > G(s) AO))) 一 

(lew DH $0) ) MDP) 与 wo Ve) ) 一 
? 4 人 
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(9 (0 S06)). 
公理 29 《乘法 公理 ) 
CD o (Go 号 wo)AC(wCDAeGD 忆 9) 


(we 与 wmDAe) 

CD (eco DoW ND ND (pm 兮 40) 
> (ND oD), Kh qo. 

G) Het Do NW) A HPN 


g(x) D0®) =r HF), 其 中 g 关 0. 


注意 ， 用 此 公理 系统 和 第 一 章 $4 我 们 建立 的 公理 系统 相 
比较 ,它们 在 形式 上 并 无 太 大 的 区 别 。 此 外 ,和 第 一 章 $ 4 一 
样 ,我 们 利用 一 组 公理 来 描述 加 法 公理 和 乘法 公理 ,这 是 为 了 
增加 系统 的 推演 力 ， 保 证 能 推出 诸如 Bayes 定理 那样 的 重要 
定理 ， 

下 面 我 们 推演 几 个 定理 以 说 明 上 述 系统 的 特征 。 


定理 2.1 (¢ Sev) 
证 明 : 
据 公理 2.7(1) 等 , 我 们 得 
(p> > (9 Sovw), 





根据 分 离 规则 ,我 们 有 
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(» Sev 0). 
定理 得 证 . 
定理 2.2 
了 
G2) (px) 分 40) )— CO) (P(x) 本 0)), 
证 明 : 根据 公理 2.8(2) 和 分 离 规则 ,可 得 
(Cpl) > GCs) Ne))) 一 
(al 与 wo)Ac(eco So VY) 


=O SF 0)), 


7 
/ 


OrW FIO WY) = (PW HF) 


~ (pS pn)). 
ed 
令 4 一 1 且 由 定理 2.1, 可 得 
Wp D4) = Hp DS 0), 
Pp 下 一 和 


Hr®D wD) = HP® D0), 


定理 得 证 . 我 们 可 将 定理 2.2 与 第 一 章 定理 1.4, 定 理 1.20 相 
比较 . 
根据 Reichenbach 在 本 章 $ 2 的 思想 , 我 们 来 构造 概括 
Reichenbach 频率 解释 的 语义 学 。 
令 一 阶 语言 = 《Riy Fi,ar)ienien kers 我 们 的 模型 是 
下 列 形 式 的 四 元 组 的 结构 : 
Wm A, Ri, Pi,at)ienien ters 
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其 中 4 是 可 数 非 空 论 域 4 一 《oj3i 一 1,2,…》,RY,F》, at 如 
通常 定义 。 
此 外 ,除了 满足 关系 通常 的 递归 定义 外 ,还 增加 
ao (oo) D woD)<>imClfee42aFeCOA 


glx) [ol}l/l{ae A,:UF p(x) [el}|) = p, 

其 中 4, 一 {oi 一 1,2,.…,n},|4| 表示 4 的 基数 ( 即 4 的 
元 素 的 个 数 ), 且 1{ee 4sIEpCDJ[o]jl 关 0。 

显然 这 样 的 模型 满足 上 述 公 理 系统 。 

从 上 述 结果 (包括 我 们 对 Reichenbach 工作 的 概括 ) 可 
见 , Reichenbach 的 工作 是 有 缺陷 的 ,主要 集中 在 他 的 频率 解 
释 理论 。 虽 然 他 采用 了 认定 理论 进行 补救 、 但 终究 被 人 们 认 
为 是 特 设 性 的 。 此 外 把 概率 只 看 作 是 相对 频率 的 极限 ， 这 个 
限制 非常 大 ， 例 如 他 考虑 的 序列 不 仅 要求 可 数 而 且 还 需要 一 
一 对 应 ,极限 必须 存在 等 等 。 直 到 本 世纪 70 年 代 才 真正 解决 
了 这 些 问题 ,这 就 是 本 书 最 后 一 章 所 要 介绍 的 内 容 。 





第 三 章 ”Carnap 的 归纳 逻辑 


R. Carnap 的 归纳 逻辑 继承 了 Keynes 的 关于 归纳 概率 
是 证 据 和 假说 之 间 的 一 种 还 辑 关系 的 思想 ,并且 批判 了 Rei- 
chenbach 的 频率 解释 理论 。 他 把 概率 概念 分 成 两 类 : 概 
率 1 和 概率 2 。 概率 2 是 (以 Reichenbach 为 代表 ) 频率 概 
念 。 当 它 用 于 统计 研究 时 ,是 一 种 重要 的 科学 概念 ,但 作为 归 
纳 导 钳 的 基本 概念 是 不 恰当 的 .概率 1 就 是 他 的 确证 函数 , 它 
定义 了 观察 命题 对 假说 命题 的 确证 度 。 概率 1 是 逻辑 概念 ， 
因为 给 定 观 察 证 据 。, 确定 假说 4 是 否 被 确证 ,以 及 在 什么 程 
度 上 确证 是 一 逻辑 问题 。 虽 然 ， 这 里 的 句子 和 4 自身 涉及 
到 经 验 事实 ,但 一 旦 4 和 “给 定 ,上 述 问 题 就 只 要 求 我 们 能 够 
分 析 它 们 的 意义 ,以 及 建立 在 这 些 意义 之 上 的 逻辑 关系 。 

Carnap 的 归纳 逻辑 (他 认为 归纳 逻辑 就 是 对 归纳 推理 提 
供 推 窒 规则 的 逻辑 概率 理论 ) 理论 十 分 庞大 。50 年 代 初 的 工 
作 主 要 包括 构造 定量 归纳 逻辑 、 可 比较 归纳 逻辑 ,归纳 相干 理 
论 , 归 纳 估计 理论 和 归纳 方法 的 连续 统 理论 。 60 年 代 后 ， 他 
对 概率 的 解释 向 主观 主义 退却 。 在 技术 上 ,运用 模型 论 、 集 合 
论 概率 公理 概括 了 他 早期 的 归纳 逻辑 ， 使 之 更 具 一 般 性 。 我 
们 在 下 面 两 节 分 别 讨论 他 的 定量 归纳 逻辑 和 他 的 归纳 方法 的 
连续 统 理论 ,其 余 请 参见 [3] [4] 和 [5], 


$1 构造 定量 归纳 钦 辑 


Carnap 的 语言 系统 (经 过 语义 解释 了 的 语言 ， 实 际 就 是 
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指 模型 )S 包括 无 穷 系统 双 > 和 有 穷 系统 序列 多 X, 后 者 的 
六 跑 遍 (range over) 所 有 的 正 整 数 ， 因 此 形成 了 语言 系统 
的 一 无 穷 序列 : 双 T， 2 ，…， 其 中 双 N 除了 比 双 X 多 
一 个 体 常 元 ew+ 之 外 ,与 给 %” 的 符号 完全 相同 . 

纪 包括 下 列 经 语义 解释 了 的 非 逻 辑 符号 : 

(1) 个 体 常 元 : ab …:ow 《对 弓 N)，oyoz (对 
2)。 

(2) 个 (有 穷 个 ) 一 元 初始 谓词 PP:，…，P-. 

上 述 个 体 常 元 和 一 元 初始 谓词 必须 满足 下 列 独立 性 和 完全 性 
要 求 。 

(i) 独立 性 要 求 : 个 体 常 元 必须 是 指称 不 同 的 、 分 立 的 
个 体 , 即 若 a,6 是 儿 的 任意 两 个 体 , P 是 任 一 谓词 , 则 形 如 
P(5) 人 1P(a) 不 是 自 相 了 矛盾 的 。 初 始 谓词 指称 在 逻辑 上 是 
互相 独立 的 属性 , 即 若 P;，P; 是 允 的 两 谓词 , 4 是 任 一 个 
体 , 则 形 如 Pi(a)A "1P;《a) 不 是 自 相 矛盾 的 。 

〈ii) 完全 性 要 求 : 任意 两 个 体 只 在 有 穷 多 方面 不 同 . 初 
始 谓词 足以 表达 我 们 给 定 的 沦 域 中 的 个 体 表 现 出 来 的 所 有 定 
性 的 性 质 ， 

红 的 罗 辑 符号 是 带 等 词 的 一 阶 谓词 演算 的 符号 ,其 中 
站,V， 和 人 是 初始 联结 词 ， 其 他 的 定义 和 形成 规则 如 通常 。 此 
外 还 有 “mm”( 测 度 函 数 ) 和 “<”( 确 证 度 函 数 ), 它们 不 是 为 
了 指称 对 象 语言 的 表达 式 , 而 是 用 于 元 语言 中 。 

下 面 我 们 给 出 一 系列 的 定义 和 定理 ， 用 于 构造 定量 归纳 
逻辑 的 语义 规则 。 这 些 规则 确定 乡 中 所 有 句子 的 意义 。 

定义 3.1 令 i€S( 乡 )( 其 中 5S( 纵 ) 表示 双 的 句子 
集 , 下 同 ), 称 i 在 乡 中 真 , 若 ; 满足 下 列 条 件 之 一 。 

(1) i 是 原子 句 P(e)(P 是 红 的 任 一 一 元 初始 谓词 , a 
是 任 一 个 体 ), 且 。 具有 P 指 称 的 属性 。 
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(2) ;是 “一 0 

(3) i 是 “1”(“z” 是 古典 命题 逻辑 的 重 言 式 或 它 的 代 
人 特例 )。 

(4) i 是 TV， 且 了 在 红 中 不 真 。 

(5) 1 是 1VA， 且 jj 在 双 中 真 或 人 在 双 中 真 。 

(6) i 是 1Ak， 且 在 双 中 真 并 且 k 在 双 中 真 。 

(7) i 是 (x)4， 且 对 4 的 每 一 代入 特例 4* (A* 是 用 
红 的 个 体 常 元 替换 4 中 自由 出 现 的 * 得 到 的 公式 )，A* 在 
红 中 为 真 。 

定义 3.2 (从 定义 3.2 到 定理 3.16 我 们 用 到 w 表示 
红 N, 红 表示 红 =) 

(1) 称 SD 是 纪 w 的 一 状态 描述 (state description)， 
若 SD 是 一 合 取 式 ， 使 得 它 从 到 x 的 每 一 基本 句子 对 〈 由 
yw 的 任意 原子 名 和 它 的 否定 组 成 ) 中 仅 取 一 个 作为 合 取 肢 ， 
且 不 取 别 的 任何 句子 ,其 中 这 些 合 取 肢 的 排列 按 词 典 顺 序 。 

(2) 称 SD 是 么 。 的 一 状态 描述 , 若 SD 是 一 集合 ,使 得 
它 从 笃 。 的 每 一 基本 句子 对 中 仅 取 一 个 为 元 素 , 且 不 含 别 的 
任何 句子 。 

定义 3.3 设 任意 i€ S( 绕 ), SD 是 红 的 任 一 状态 描述 ， 
i 在 纪 的 5D 中 成 立 (简写 为 缘 , SD 鼎 i)， 若 满足 下 列 条 
件 之 一 : 
(1) i 是 一 原子 句 , 且 i 是 SD 的 某 个 合 取 肢 ( 对 色 w)， 
或 i€SD (对 乞 。)。 

(2) i 具有 这 样 的 形式 “一 a。 

《3) i 是 “1”。 

(4) i 是 1, 且 到 ,SDH 在 到 的 SD 中 不 成 
立 )。 

(5) i 是 1Vk, 上 且 双 ,SD 户 ) 或 乞 ,SDF 人 。 
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(6) i 是 1Nk, 上 且 多,SDFE=i 并 且 弘 ,SDh, 

《7) i 是 (x)4, 上 且 颖 ,SD 上 A*(A* 定义 如 定义 3.1)。 

定义 3.4 若 SE5( 红 ), 称 双 , SD 上 $5， 若 对 每 一 
iE5,， 都 有 经 ,SD 上 =i, 

定义 3.5 令 i€ES( 作 ),SES(5), 

(1) 乡 中 i 的 适 域 (range) RA(i) 一 {SDe VSD(S ): 
从 ,SD 鼎 让 j, 其 中 VSD( 纹 ) = {SD:SD 是 2 的 状态 描述 } 
《在 不 引起 误解 的 地 方 ,可 简写 为 VSD)。 

(2) 2 中 5 的 适 域 RA(S) 一 {SDEVSD( 弘 ): 经 ， 
sDES5}, 

定理 3.1 〈 适 域 定理 ) 令 i,5S 定义 如 前 。 

(1) 若 i 是 一 原子 句 , 则 RA(i) 一 {SD:i 是 SD 的 合 取 
肢 (对 w), 或 i€ SD (对 红 。)}， 

(2) 若 i 是 a 一 a, 则 RACD 一 VSD。 

(3) 若 i 是 a 一 5b( 其 中 a,b 是 乡 的 两 不 同 个 体 常 元 )， 
则 RA(CD 一 多。 

(4) 若 i 是 “1”, 则 RAC 一 VSD， 

(5) 若 ; 是 人, 则 RA(i?) = V5D 一 RA(O7)。 

(6) 若 i 是 1VR, 则 RACi) 一 RAC URACKD。 

(7) 若是 1AK， 则 RAGD) = RACDNRACK)。 

(8) 若 :是 (x)4， 则 





RA(D) = 由 RAG)， 
了 
其 中 /一 人 了 是 双 中 4 的 代 人 特例 }。 
(9) 若 3 关 儿 ， 则 
RACS) 一 门 FRAO), 
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定理 3.2 令 i 是 多, 的 任 一 非 一 般 句 ( 非 一 般 句 就 是 
无 量词 名 ), 因 而 也 是 经 wn 的 非 一 般 句 。 令 SD 和 RA(CD 
分 别 是 丝 % 的 状态 描述 和 的 适 域 ,SD' 和 RA") 是 经 w+ 
的 状态 描述 和 i 的 适 域 ， 则 RA'(i) 一 {SD': 对 任意 SD € 
RA(i)，SD 是 SD' 的 子 合 取 }. 

证 明 : 因为 i 是 非 一 般 名 ,所 以 它 是 从 定理 3.1(1),(2)， 
(3),《4) 提 到 的 那些 简单 名 通过 站, 人 ,V 的 布尔 组 合 得 到 
的 ,根据 SD 和 SD” 的 构造 ,对 i 的 复杂 度 进行 归纳 , 显 证 该 
定理 。 

定理 3.3 令 i 是 红 、 的 任 一 非 一 般 句 ,因而 也 是 纯 。 
的 非 一 般 句 .再 令 SD，RA(i) 是 宇 x 的 状态 描述 和 :+ 的 适 
域 , SD” 和 RA(Ci)' 分 别 是 丝 。 的 状态 描述 和 的 适 域 , 则 
RA'(i) 一 {SD': 对 每 一 SD € RA(i), SD 的 每 一 合 取 肢 属于 
SD'}, 

证 明 类 似 定理 3.2。 此 外 可 考虑 ， 上 述 问 题 为 何不 能 包 
括 〈x*)4， 反 例 请 见 定理 3.9 后 面 的 说 明 ， 

定义 3.6 仿 i,11,1，,…,is€ SC( 红 )， 则 有 

(1) i( 在 红 中 ) 丈 辑 真 , 记 作 ( 红 ) 鼎 i,， 若 RACi) (在 
YY 中 )=VSD(S)。 

(2) i (在 多 中 ) 逻辑 假 ， 记 作 ( 丝 ) 比 i, 若 RACi) 
(在 缘 中 )=$， 

(3)〔 在 乡 中 ) i 逐 辑 剖 涵 1,， 若 RA(i)CRAC7)。 

《4)《 在 丝 中 ) i 逻辑 等 价 ij， 若 RACD = RA(7)。 

(5) (在 色 中 ) i4, 1，…*，j,《n 之 2) 逻辑 相 析 (L-dis- 
juct), 若 RACI)URAC)D)U -URAC(,) = VSD( )， 

(6) 〈 在 色 中 )7 和 ji 逻辑 不 相 容 , 若 RA(2) 站 RA(7)= 
$5, 

定理 3.4 令 5jj 1 6SCS )， 则 有 
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(1) :过 辑 假 <> 片 1. 

(2) i 逻辑 蕴涵 1 二 -i 一 /了 

(3) i 逻辑 等 价 1<> 睹 i<->i. 

《4) 1j 7 逻辑 相 析 < 之 请 )iVPV VI, 

(5) i 与 j 逻辑 不 相 容 <> 片 ”1G 和 四. 

定义 3.7 令 ié S( 红 ), 称 i 在 纪 中 是 事实 的 [act- 
ual)， 若 i 在 纪 中 既 不 逻辑 真 又 不 运 辑 假 ， 

定理 3.5 令 i€ES( 红 ),SES( 坟 ),1 (或 3) 是 事实 的 
<>RA(i) (或 RA(5)) 既 不 等 于 VSD( 纹 ) 也 不 等 于 8， 

定理 3.6 令 i 规定 如 上 ,i 是 事实 的 , 若 i 满足 下 列 条 
件 之 一 ， 

(1) i 是 一 基本 句 (原子 句 或 它 的 否定 )。 

(2) i 是 弘 w 的 状态 描述 。 

定理 3.7 令 i 和 j 是 wn 的 非 一 般 句 ,因而 也 是 
w+1 的 非 一 般 句 , 则 有 

(1) 色 N+n 上 i (i 在 乡 w+m 中 逻辑 真 )<> 八 w 鼎 =i,。 

(2) YL ntoFi<> LN 
、 (3) i 和 j 在 信 w+m 中 逻辑 蕴涵 (有 逻辑 等 值 , 逻辑 相 析 ， 
逻辑 不 相 容 ) <> i 和 i 在 红 ” 中 逻辑 蕴涵 (逻辑 等 值 ， 浸 
辑 相 析 , 逻辑 不 相 容 )。 

(4) 工 在 色 w+w 中 是 事实 的 <> ;1 在 双 w 中 是 事实 的 . 

证 明 : 我 们 只 证 明 (1)。 只 须 证 从 yuu 上 i > 人 w 鼎 i 
即 可 ,之 "显然 。 现 证 “<”, 令 SD,RA(i) 是 到 w 的 状态 描 
述 和 i 的 适 域 ，SD” 和 RA(i) 是 到 ws 的 状态 描述 和 
的 适 域 。 若 到 x 产 i， 则 RA(i) 一 VSD( 纹 )， 操 定理 3.2， 
RA'(i) 一 {SD'; 对 任意 SDeVSD(S)，SD 是 SD' 的 子 
合 取 }。 显然 这 时 RA'(i) 一 VSD( 红 wt1), 否则 存在 一 
SD* CE RA'(i), 使 得 i 在 SD* 上 不 成 立 , 因 为 i 是 到 w 的 句 
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子 ,所 以 对 SD*, 存 在 名» 的 一 状态 描述 SD+, 使 得 它 是 SD 
的 子 合 取 且 给 w，SDt+ 上 沪 i， 这 与 RA(?) 一 VSD( 经) 矛盾 

定理 3.8 令 i 和 j 是 纪 w 中 的 非 一 般 句 ,因而 也 是 
乡 。 的 非 一 般 句 ， 

(1) 双 。 瞩 i <> vw 鼎 i,，( 证 明 据 定理 3.3). 

(2) 一 (4) 与 定理 3.7 的 (2) 一 (4) 相同 ， 只 是 在 八 wr。 
之 处 换 成 红 。。 

定理 3.9 令 i 和 j 是 乡 的 任意 非 一 般 句 , 则 有 

(1) 若 i 在 任意 系统 中 逻辑 真 (逻辑 假 , 事 实 的 ), 则 它 在 
它 出 现 的 每 一 系统 中 逻辑 真 (逻辑 假 ,事实 的 )。 

(2) 若 在 任意 系统 中 , i 和 逻辑 蕴涵 (逻辑 等 值 ， 罗 辑 
相 析 ,人 逻辑 不 相 容 )， 则 在 i 和 ij 出 现 的 任意 系统 中 也 同样 。 

注意 ， 定 理 3.9 并 不 对 所 有 句子 成 立 。 在 含有 “一 ”的 一 
般 句 中 ， 很 容易 找到 反例 。 例如 ， 令 i 是 “(x)(y) (2)(x 一 
7?Vz 一 zVy 一 z)”,ji 是 “(3x)(3y)(x 关 y》)”， 即 守 说 至 多 
有 两 个 体 ，j 说 至 少 有 两 个 体 。 因 为 i 和 j 不 包含 任何 个 体 
常 元 ,所 以 它 在 所 有 的 系统 中 都 出 现 , 但 是 i 只 在 SS, 中 
逻辑 真 ,而 在 其 它 系统 中 多 辑 假 , j 只 在 经 , 中 逻辑 假 , 而 
在 其 它 系统 中 罗 缉 真 。 因 此 ，iAj 只 在 经, 中 逻辑 真 ,而 在 
其 它 系统 中 逻辑 假 。 

定理 3.10 令 上 JS( 空 )， 则 有 

(1) 若 多-F=i 则 存在 一 m， 使 得 对 每 一 2wCN> 
m), YL Ni。 

(2) 相对 ij， 对 定理 3.9 的 (2), (3) 提 到 的 概念 ,类 
似 (1) 成立 ， 

证 明 : 我 们 只 证 明 (1): 若 对 任意 m, 存在 纪 w(N>>zm)， 
广 yw 目 i， 则 存在 双 w 的 状态 描述 SD 使 得 22w，SD 线 记 
对 SD 做 红 。 的 扩张 到 SD'( 即 若 j 是 SD 的 合 取 肢 ， 则 
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je SD'， 且 从 不 包含 SD 的 合 取 肢 的 多 的 每 -基本 句子 
对 中 仅 取 一 元 放 入 SD')， 仍 有 乡 。，5D' 上 省 i， 与 题 设 矛盾 , 
注意 ,定理 3.10 的 逆 并 不 一 般 成 立 。 

定义 3.8 令 i6S( 络 )， 称 关 是 重 言 的 〈tautologous)， 
若 i 从 组 元 jjas Cn 之 1) 中 根据 联结 词 构造 出 来 ,使 
得 i 满足 下 列 条 件 : 

(1) 每 一 j 组 元 不 是 别 的 句子 的 否定 , 析 取 和 合 取 , 但 它 
可 以 是 别 的 任何 形式 的 句子 ,包括 全 称 形式 。 

《2) 对 这 些 组 元 的 每 一 次 可 能 的 真 值 距 值 (7 和 严 )， 
根据 上 述 联结 词 通常 的 真 值 表 确 定 的 i 的 真 值 总 是 取 真 值 了 
《注意 ，“1” 总 是 有 真 值 了 ). 

定义 3.9 在 双 vw 中 ,我 们 称 SD 同 构 于 SD'， 若 在 SD 
和 SD' 之 闻 存 在 一 个 一 一 对 应 的 常 元 置换 (permutation) 
函数 C:T 一 T， 其 中 了 了 一 {o，c… .ov}， 简 称 SD 和 
SD' 之 间 存 在 一 C 置换 ， 

定义 3.10 称 ST(SD) 是 给 中 对 应 SD 的 结构 描 
述 , 若 ST(SD) 一 V{zeVSD( 双 mw):z 与 SD 同 构 }。 

显然 ,对 双 w 的 状态 描述 SD， 与 SD 同 构 的 状态 描述 
有 NI 个 。 因 为 从 G9 029° °° S90N 中 任 选 一 个 元 素 作为 第 一 
个 有 NN 种 可 能 ,然后 从 其 余 的 NN 一 1 个 元 素 中 任 选 一 个 元 素 
作为 第 二 个 有 N 一 1 种 可 能 ，… 因此 NCN 一 DCN 一 2)… 
1 一 NI 

在 做 了 以 上 准备 工作 之 后 , 我们 现在 可 以 着 手 构造 Ca 
rnap 的 定量 归纳 逻辑 . _ 

定义 3.11 称 刀 是 相对 乡 中 状态 描述 的 一 正则 测度 
(regular measure) 函数 《简称 测度 函数 )， 若 疾 满 足下 列 两 
条 件 : 

(1) 对 ny 中 每 一 状态 描述 SD，m(SD) 字 0 ( 即 
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m(SD) 是 一 正 实数 ) 。 
(2) 2 m(SD) 一 1。 


Shé VsD( SN) 


定义 3.12 设 m 是 红 s 的 状态 描述 的 测度 函数 ， 我 们 
用 下 列 方式 把 m 扩 张 到 纪 w 的 关于 句子 的 测度 函数 : 

(1) 对 双 w 中 任意 逻辑 假 的 句子 j,m(1) 一 0， 

(2) 对 纹 v 中 任意 非 逻 辑 假 的 句子 )， 


m( 门 一 >， m(SD)， 


SDERA(CD 


定义 3.13 称 “ 是 红 y 的 正则 确证 函数 (简称 确证 项 
数 ), 若 m 是 色 w 的 关于 句子 的 测度 函数 ， 则 对 任意 h,e € 


SC 到 w)， 
eh) 一 人 若 m(e) 关 0， 
没有 值 否则 ， 

根据 定义 3.13 定义 的 确证 函数 , 也 称 为 依赖 六 的 确证 函数 。 

定义 3.13 帮助 我 们 进一步 看 清 了 演绎 逻辑 和 归纳 逻辑 
的 相似 与 区 别 ， 前 者 的 基本 概念 是 逻辑 蕴 肖 ， 因 此 演绎 逻辑 
的 基本 句 具有 这 样 的 形式 :“* 逻辑 萄 洱 各 ,用 e 一 4<> 
RA(e)CRACh)， 而 后 者 的 基本 概念 是 确证 度 ， 因 此 归纳 逻 
辑 的 基本 句 具有 这 样 的 形式 : “c(h,e) 一 r”, 而 从 定义 3.13 
知 mm(eAA)/m(e) 一 上 ( 若 m《e) 关 0)。 我们 可 以 把 m(e) 
看 作 是 指派 给 RA(e) 的 测度 ,mle 人) 看 作 是 指派 给 
RA(e 人 4)( 一 RA(e) 几 RAC4)) 的 测度 。 换 句 话说 ，RACe 入 
) 是 RA(Ce) 包含 在 RACh) 中 的 部 分 。 例 如 ，“c(h, 6) 二 
3/4” 述 说 的 是 RA(e) 的 3/4 包含 在 RA(4) 中 。 下 页 图 
说 明 上 述 关系 ,其 中 图 中 面积 表示 句子 的 适 域 。 

这 样 ,演绎 逻辑 和 归纳 逻辑 都 研究 句子 适 域 之 间 的 关系 . 
而 句子 的 适 域 是 与 事实 不 相干 的 ,只 依赖 于 它 自身 的 意义 ,这 
种 意义 只 是 由 我 们 讨论 中 的 语言 系统 的 语义 规则 确定 的 . 若 
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演绎 也 辑 归纳 逻辑 
“< 逻辑 列 诅 和 ”表示 < 的 适 域 完全 “c(h5e) 一 314” 表示。 的 适 域 
包含 在 的 适 域 中 。 的 3/4 包含 在 的 适 域 中 . 


给 定 这 样 的 语言 和 规则 ， 就 能 在 这 两 种 逻辑 中 建立 起 适 域 间 
的 关系 ,无 需 任 何事 实 ( 即 语言 外 的 、 偶 然 的 事实 ) 的 知识 ， 这 
就 是 为 何 Carnap 称 他 自己 的 概率 概念 是 逻辑 概念 的 理由 。 

定理 3.11 令 c 是 乡 , 的 确证 函数 , 则 存在 红 w 的 关 
于 句子 的 测度 函数 普 使 得 下 式 成 立 。 

《1) 对 任意 he € S(5wy), 其 中 融 (e) 到 0, 则 c(h,e) 二 
me Ah)/m(e). 

(2) c 对 任意 h,ceES(Swn) 有 值 捕 > m0) 0 < 和 > 
Ye 

定义 3.14 令 mm， 分 别 是 经 ,, 红 ;,-…… 的 关于 
句子 的 测度 函数 序列 , 称 w 是 对 应 该 序列 的 纪 。 的 关于 句子 
的 测度 函数 , 若 对 任 一 i€ 5S( 作 。)， m(i) = limm"(i), 若 
极限 不 存在 , 则 mw 对 i 没有 值 。 

定义 3.15 令 cc，…… 分 别 是 红 ,，- 绕 ,,…… 的 确证 函 
数 ， 称 “ 是 对 应 该 序列 的 色 。 的 关于 句子 的 确证 函数 ， 若 
对 任意 h,e € SC( 奴 。), c(h,e) = lime"(h,e), 若 极限 不 存 
在 , 则 “对 4,。 没有 值 。 

定理 3.12 令 mw，N 一 1,2, 3,-. 是 测度 函数 序列 ， 
mm” 是 对 应 的 纪 。 的 关于 句子 的 测度 函数 ( 当 不 考虑 具体 情 
况 时 ,我 们 用 严 统 一 表示 mx 和 m”)， 则 有 
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(1) 若 上 六 则 m2) = (7)。 

(2) 若 此 i, 则 m2) = 9. 

(3) 若 此 i, 则 : mC2) 一 1。 

(4) 0<mi)) <1. 

(5) 若 片 ;一 1， 则 m(i) < m( 站 )。 

(6) mliVIi) = mi) + m(7) — m(iAN), 

(7) 若 mC 站 一 0, 从 而 性 了 TIGAND), 则 mCiV7) 一 
m(i) + m(/), 

(8) m( TD) ~ 1 — m()). 

(9) miAD = 11, NY m7) = mn) = 1, 

证 明 (1): (iD 对 双 w， 若 上 Fi) ， 则 据 定 义 3.6， 定 
理 3.4，RACr) 一 RA(1)， 据 定义 3.12，mx(i) 一 mNCT)。 
(ii) 对 缘 。， 若 瞩 ie>1， 则 据 定理 .3.10(2)， 易 证 存在 一 
#， 使 得 对 每 一 化 w*《N* 实 #)， 红 w+ 厂 i<->?j。 因 此 据 (i)， 
mr (i) 一 mw (7)， 再 据 极限 定义 , m (站 一 me 站 。 

证 明 (2): 若 片 -1 则 i 在 双 w 中 逻辑 假 ,因此 据 定 
义 3.12(1)，m*(i) 一 0， 据 极 限定 义 ，m”(i) 一 0。 

证 明 (4): (i) 对 多 v， 据 定义 3.11 和 3.12，0 去 
mA 门生 1。(ii) 对 红 。， 据 定义 3.14,0 和 mm”(G) < 1， 

证 明 (6): (i) 对 儿 w，RAGV1) 一 RACDURAC1)， 
因此 

miVi= DBD) mSD)~ 5D) m*(SD) 


SDERAC)URACO) SDERAC) 
Sn 


+ 多 ma(SD) 一 -DB) msD) 


SDERAC) SDERACONRAC) 
一 maCD 十 mA(1) 一 moGiAj1)。 
《ii) 对 所 。, 则 据 极 限定 义 立 证 。 六 
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证 明 (8): (i) 对 wm( TD 一 ,24 mCSD), 据 
定理 3.1(5)， 一 msSD)= 2) msSD) 一 


SD¢E VSD~RA() sDer*sD 


> mlSD) 一 1 一 m(i)，(ii) 对 红 。 扣 极 限定 义 。 


SDERACG; 


定理 3.13 对 任意 双 若 (i) 对 多 we 的 变 目 中 出 现 
的 句子 是 绎 w 的 句子 旦 第 二 变 目 的 句子 在 多 w 不 能 逻辑 
假 。(ii) 对 给 。，c 的 变 目 中 出 现 的 句子 是 到。 的 句子 且 
“ 有 值 。(iii ) 每 一 “ 表达 式 的 值 作为 分 母 时 是 正 的 。 则 
(1) 0 eh,e) <1. 
(2) 若 Fe 一 4， 则 c(he) 一 1 
(3) 若 上 门 (ce 人 Ap)， 则 c(h,e) 一 0。 
(4) 若 睛 ee>e， 则 c(h,e1) 一 c(h,e,)。 
(5) 若 太 hh<3h， 则 ch,e) = c(h 所 ,ce)。 
(6) 若 睛 一 陪 (4AiD， 则 
cChViy ce) 一 c(p ce) 十 cCie)。 
(7) c(hAise) = c(h,e). cli, ec Nk) 
= c(i, ce)* c(h,eAN\i). 
(8) c(h,e) = 1 — c(h,e), 
其 中 (1), (2),(4),《6) 和 (7) 就 是 一 般 的 概率 演算 用 于 找 述 
概率 函数 的 五 条 公理 。 
证 明 (1): 对 多 w: 因为 mxw(e) 尖 0， 所 以 
c(h, e)—m"(hNAe)/m"e), 
因为 片 4Ae 一 ,所 以 据 定 理 3.12(5),mx(Ae) 坟 mxCe)， 
因此 据 定理 3.12(9， oS < 从 而 0 之 eh， 


6) 记 1。 对 红 。: 据 定义 3.15 即 证 。 
证 明 (2); 车 片 * 一 4， 则 上 入 ec 一 e。 据 定理 3.12 
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(5), m(hMe) = mle), 所 以 ch, e)= mChAe)/m(e)= 
m(e)/m(e)=1, 

证 明 (3): 车 片 站 (e 入 仿 ， 则 据 定 理 3.12 (2)，m(e 人 
h) = 二 0。 因此 对 经 w，cxCpie) 一 mnNCANe)/mrxCe) 一 0 
对 双 。. 据 定义 3.15，(3) 得 证 ， 

证 明 (4): 对 宝 w， 革 为 据 题 设 ， 有 卢 AAei< 一 人 ea 
再 据 定 理 3.12 (5),，m*(h 作 el) 一 mx(AAe)， 所 以 有 

cMh,e) = mM(hN ce) me) 
= mhN\ es)im"(e) 
cN(h,es), 

《5) 的 证 明 同 上 。 

证 明 (6): 对 双 w;, 若 Fe 一 下 (AD, 则 上 下 (CAce)A 
(GAe))。 据 定理 3.12(2), m~(h 八 ei 人 e) 一 0。 所 以 据 定 
理 3.12(6), 我 们 有 

eMChVise) = mChV Ne) /me) 

= m"((hN\e)V(iNe))/ me) 
= (mhN\e) + ms(iN\e) 
— m*(hN\eAMiNe))/m"(e), 
= mhN\e)/m"(e) 
+ mMiNe)/m"(e) 
一 CNChe) 十 cwiye)。 
证 明 (7): 对 弘 w, 假 设 m(eA 人 天 0， 
chNi,e) = mhNiAe)/m"(e) 
— mhNe) ,mCiAeAb). 
mM(e) mN(hAMe) 
= c(h,e). c(i,e Nh), 
若 m*(e 人 人 8) 一 0， 则 mNe 信 8A 门 一 0, 因此 cNChAi， 
ec) 一 mh 人 i 人 e)/m*《e) 一 0。 而 男 一 方面 ， c(h,e) 一 0， 
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因此 仍 有 cx(ChADe) 一 cx(pe)。， cxGieAp)。 同 理 可 证 
c(hAi,e) 二 c(i,e)。，c(lh,e 作 1) 对 红 。， 根 据 定 义 3.15， 
(7) 可 得 证 . 

证 明 (8): 因为 上 ce 一 4Ch 人 1#)， 所 以 据 (2), (6)， 
《5) 及 题 设 可 得 

c(h,e) + cl 1h,e) = c(hV 1h,e) 
= c(hA pe) 一 1。 

从 以 上 定理 易 得 下 列 重 要 定理 。 

定理 3.14 若 Ai, 思 ,-…，hs(n 过 2) 相对 。 两 两 逻 转 不 
相 容 , 则 


c(ViV…Vhse) 一 > c(h，e)。 


?21 
定理 3.15 c(i,e)= c(hNi,e) + el lhNi,e). 
定理 3.16 (Bayes 定理 ) 令 c(i,e)>>0, 令 有, 有 ， 

h(n 之 2) 满足 下 列 条 件 : (i)， 睹 ce 人 i 一 hhVhV…Vh,， 

(ii) e 信 i 人 入 h,e 人 i 信 h,,*…,e 八 i 人 bh。 两 两 逻辑 不 相 容 。 令 4 

是 # 个 记名 中 任 一 个 , 则 


GD eChse ND = eiNbhe) /BeliN hse) 
p=1 
c(h,e)* cli,e Nn) 


> ch,se)* cli,e Nh,) 
p=1 
《2) 令 c(h,,e) 对 每 一 P( 从 1 到 wn) 有 相同 的 值 ， 则 
ch,eAi) = ciseAb) 


BD) elise Nh,) 


P=t 


显然 ,以 上 定义 和 定理 适用 性 较 差 ， 除 了 一 些 特殊 场合 ， 
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还 不 足以 对 乡 的 任 一 句子 对 h,。(e 非 逻辑 假 ), 确定 
c(h,e) 的 值 ， 因 此 满足 定理 3.12 的 “ 函数 的 个 数 是 一 连 续 
统 ,其 中 有 些 “ 函数 并 无 通常 的 归纳 含义 。 例 如 对 有 些 函数 ， 
相对 正 特例 增多 ,确证 度 反而 减少 ， 而 这 显然 不 符合 Carnap 
建立 归纳 逻辑 (在 Carnap 看 来 概率 远 辑 就 是 归纳 当 辑 ) 的 
初 袁 , 所 以 Carnap 继续 构造 一 特殊 。 函数 〈c* 函数 ) 来 完 
成 预期 的 目标 。 

定义 3.16 (1) 对 任意 Se (2X 或 1), 20' 的 8 
谓词 表达 式 是 P; P; 信 .… 和 人 P;， 其 中 每 一 PIG < x) 是 
一 元 初始 谓词 P; 或 1P;， 我们 用 “0。” 表 示 第 m 个 ( 按 词 
典 顺序 排列 ) 8 谓词 , 它 表示 的 性 质 称 为 8 性 质 (显然 对 人 2"， 
9 谓词 的 数目 K 一 2.)。 

(2) 称 M 是 一 8 公式 ， 若 M 是 一 8 谓词 的 原子 公 式 ( 例 
0。(z) 是 一 9 公式 )。 

(3) 称 ;是 一 9 句 ， 若 :是 一 0 谓词 和 个 体 常 元 的 良 构 
组 合 (例如 , 令 "是 "的 任 一 个 体 常 元 ， 8。 是 一 8 谓词 ， 
则 8。(a》 是 一 8 句 ,也 称 a。 有 9。 性 质 . )。 

显然 ,对 纹 %,0 句 的 总 数 上 一 K* ~ (2")*, 

例 31 设 Pi,P,P， 是 5! 的 一 元 初始 调 词 ，so* 的 
0 调 词 表 如 下 : 








谓词 表达 式 谓词 
PIAP,AP, 2 
P,AP, NP, 2: 
PIA PAP, 2， 
PATPATP 2 
PIAPAP, 2， 
PAPA TP, 24 
DPIATP:A 户 2， 
TPIA 1P:AP， 9， 
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定理 3.17 对 任意 乡 *， 有 

《1) 由 任意 两 不 同 的 2 谓词 和 一 个 体 常 元 构成 的 两 2 名 
的 合 取 是 逻辑 假 的 。 

《2) 具有 同一 个 体 常 元 的 所 有 8 句 的 析 取 是 逻辑 真 的 . 

(3) 每 一 2 句 是 事实 的 。 

《4) 8 谓词 形成 一 划分 。 

《5) 每 一 分 子 谓词 (初始 谓词 和 “1,，V ，A 的 布尔 组 合 ) 
总 可 以 用 xz 委 K) 个 8 谓词 表达 式 的 析 取 来 表达 ， 从 而 每 
一 分 子 名 ( 即 分 子 谓词 表达 式 (用 分 子 谓词 来 指称 ) 和 一 个 体 
常 元 的 良 构 式 ) 逻辑 等 价 这 个 8 句 的 析 取 (例如 ， 对 上 述 
,Pi(o) 逐 辑 等 价 8:(a)V 8:(a)VQ3(a)V0,(a), Pi(o) 信 
Pie) 逻辑 等 价 Qi(a) VQea). 2 

(6) 任意 4 个 8 名 的 析 取 非 逻辑 假 ， 

定义 3.17 令 M(x;) 是 多 的 一 公式 ,xi 是 它 的 唯一 
的 自由 变 元 ， 

(1) 称 M(x;) 有 过 辑 宽度 《简称 宽度 ) wo， 若 (i) 
M(x,) 是 过 辑 空 的 ( 即 〈x;) 1]M(Gx) 是 逻辑 真 的 )， 且 wo 一 0， 
或 〈ii) M(x;) 俱 辑 等 价 ( 称 Mi(*;) 逻辑 等 价 Mi(*i)， 若 
上 (zx) (Mi《#i)<— Mi(xi))) 含有 吉 的 Q 公 式 且 wo 一 1 
或 (iii) M(xi) 有 逻辑 等 价 含有 x; 的 @ 个 不 同 Q 公 式 的 析 取 
(w > 1)， 

(2) 称 M(x;) 有 钥 对 有 逻辑 宽度 《简称 相对 宽度 ) 9， 若 
M(xi) 有 宽度 w 且 9 一 w/K (K 一 2")。 

定理 3.18 令 M 是 色 * 中 具有 宽度 w， 即 有 相对 宽度 
9 一 m/K 的 分 子 谓词 表达 式 或 分 子 谓词 , 则 有 

(1) M 是 逻辑 空 的 《因此 由 它 和 个 体 常 元 构成 的 分 子 句 
是 逻 缉 假 的 ) 人 > w 一 0， 因 而 9 二 0。 

(2) M 是 逻 钴 全 称 的 ( 即 若 MM 为 M(t ……，xs) 则 
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片 Cam) (zs) M《x4，,…，zx。), 因 此 由 它 和 个 体 常 元 构成 的 
分 子 句 是 逻 紧 真 的 ) <>w 一 天 ， 央 而 9=1. 

(3) M 是 事实 的 (因此 由 它 和 个 体 常 元 构成 的 分 子 句 是 
事实 的 ) <>0 一 o 一 天 ， 因 而 0<9 过 1. 

(4) IM 有 宽度 K 一 。， 从 而 相对 宽度 为 1 一 9。 

定义 3.18 5% 的 状态 描述 SD 的 Q 形 式 定义 为 与 SD 
逻辑 等 值 的 NW 个 Q 句 的 合 取 ， 鞭 中 每 一 Q 句 含有 绽 % 的 一 
个 体 常 元 ,Q 句 的 次 序 排列 根据 个 体 常 元 的 下 标的 增长 。 

定义 3.19 ”5% 的 状态 描述 SD 的 Q 数 记 为 NbN…， 
Nx、 其 中 第 w 个 QQ 数 定义 为 在 SD 的 Q 形 式 中 有 8。 性质 
的 个 体 的 数目 。 

因为 共有 天 个 Q 人 性 质 , 所 以 双 X 的 任 一 状态 描述 SD 能 
确定 它 所 描述 的 世界 状态 中 有 多 少 个 体 有 Q， 性 质 ,…， 多 少 
个 体 有 8x 性 质 。 最 然 2 和 的 状态 撒 述 SD 的 Q 数 有 穷 , 它 
们 的 和 就 是 N。 显然 对 丝 % 的 任 一 状态 描述 SD， 总 有 一 
些 Q 数 等 于 0.。 

定理 3.19 对 任意 双 Xy， 令 “是 经 8 的 状态 描述 的 数 
目 ,+ 是 丝 % 的 结构 描述 的 数目 , 则 有 

(1) 5 一 K* 一 (2*)N。 (因为 红 %” 的 原子 句 的 数目 是 
人 ， 所 以 基本 句 的 个 数 也 为 YN， 所 以 上 一 2= 一 K*). 

(2) r=(N+K— II/NICK— 1)1. 

说 明 : 弘 % 的 结构 描述 可 以 用 由 N 个 逗号 和 天 一 1 条 
斜 线 组 成 的 级 数 模 式 〈serial pattern) 来 表示 。 具有 90, 性 
质 ( 用 2: 谓词 来 表示 ) 的 个 体 的 个 数 由 第 一 条 斜 线 前 的 逗号 
来 表示 ， 具 有 8， 性 质 的 个 体 的 个 数 由 第 一 条 斜 线 和 第 二 条 
斜 线 之 间 的 逗号 来 表示 ， 由 此 类 推 , 具有 QOx 性 质 的 个 体 的 
个 数 由 第 天 一 1 条 和 斜 线 后 的 逗号 来 表示 (例如 “,,,//,/,,,,/ 
，，/， 指称 具有 6 个 性 质 的 个 体 的 个 数 分 别 为 3,0,1,4,2,1)， 
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所 以 终 8 的 结构 描述 的 个 数 等 于 由 NN 个 过 号 和 KK 一 1 条 和 斜 
线 构 成 钓 模式 的 可 能 的 个 数 ,生成 这 些 模式 可 以 从 NTK 一 1 
个 逗号 的 级 数 (series) 开始 ,然后 用 斜 线 来 置换 其 中 的 天 一 
1 个 去 号 组 成 的 子 类 。 这 祥 的 子 类 的 数目 是 (N 十 K 一 1)1/ 
NI1CK 一 1)1， 从 而 可 能 的 模式 的 个 数 也 是 CN 十 天 一 1)1/ 
NI(K 一 D1. 

定理 3.20 令 和 8 的 任 一 状态 描述 SD 的 Q 数 为 Ni， 
NN,"… ,Nk， 又 令 ST(SD)〉 是 对 应 SD 的 结构 描述 ，5 是 
ST (SD) 的 析 取 肢 个 数 ,也 是 弘 % 中 与 SD 同 构 的 状态 描 
述 的 个 数 , 则 

一 NIANI Nxl， 

证 明 : 对 人 % 中 的 oo axw 和 Q! 性质 ……9Ox 性 
质 (分 别 用 81,…,Qx 来 表示 ), 令 具有 0' 性 质 的 个 体 数 为 
Ni，…， 具 有 Qx 人 性质 的 个 体 数 为 Nk。 显 然 ，N …，,Nr 
就 是 Q 数 , 且 Ni 十.… 十 Nx 一 N， 若 给 定 a1,…,aw， 即 
对 入 个 个 体 的 SD， 一 一 对 应 的 置换 共有 N! 种 。 但 是 对 
Q! 谓词 来 说 ，Nil 种 通过 词典 次 序 的 重 排 就 是 它 自身 。 由 
此 类 推 ,对 8x 谓词 来 涪 ，Nx1l 种 通过 词典 次 序 的 重 排 就 是 
它 自身 ,所 以 N! 要 除 以 Nl…Nxl. 

定义 3.20 称 mw 是 绽 w 的 状态 描述 的 对 称 划 度 函 数 ， 若 
纺 象 定义 3.11 所 定义 , 且 SD; 同 构 于 SD;( 即 SDi 与 SD 二 
闻 存 在 一 C 对 应 , 且 SD; 按 词 典 顺序 重 排 ), 则 

m(SD;) 一 m(SD;). 

定义 3.20 实际 是 对 传统 无 差别 原则 的 一 种 定量 的 刻 划 ， 
Carnap 认为 它 是 无 差别 原则 的 有 效 内 核 ， 有 关内 容 可 参见 
[5], p.27, 

我 们 可 以 用 类 似 定义 3.12 和 3.13 的 方法 定义 关于 句子 
的 对 称 测 度 函 数 和 对 称 确 证 函数 


56 。 








显然 对 称 函 数 均 臣 正 则 函数 的 一 子 类 ， 所 以 关于 后 者 的 
全 部 定理 对 前 者 也 成 立 。 下 面 我 们 讨论 只 对 对 称 函数 成 立 的 
定理 。 

定理 3.21 令 普 和 * 是 对 称 涵 数 , i,h, ee (到 ); 令 
“在 久 中 非 沙 辑 假 , 令 ?, 岂 ，e 分别 是 i,h,e 的 C 对 应 ， 
则 下 式 成 立 : 

(1) m(i") = m(i), 

(2) c(h,e) = c(h ,e'). 

定理 3.22 令 m 是 经 8 的 句子 的 对 称 测度 函数 , 且 ec 是 
对 应 w 的 对 称 确证 溺 数 , 令 SD 是 弘 % 的 任 一 状态 描述 , 令 
$ 是 STCSD) 的 析 取 野 的 数 习 , 则 有 

(1) mCST(SD)) = £ . m(SD), 

(2) celSD,ST(SD)) = 1/8, 

证 明 (1): 因为 ST(SD) 的 析 取 上肢 都 是 逻辑 不 相 容 的 ,所 
以 据 定理 3.13 就 有 上 述 结 果 。 

证 明 (2); 因为 抚 SD 一 ST(SD)， 所 以 

m(ST(SD)A SD) = m( SD), 

所 以 , 据 定 义 3.13 和 (1), 有 

c(SD,ST(SD)) = m(SDA ST(SD))/mCST(SD)) 

=— m(SD)/m(ST(SD)) ~ 115 

接 下 来 Carnap 又 从 对 称 函 数 类 中 选取 一 个 特定 的 函数 
m* 作为 他 的 定量 归纳 逻辑 的 基础 。 

定义 3.21 称 刀 是 z* 函数 , 若 因 满足 以 下 两 个 条 件 

(1) m 是 对 称 测度 函数 。 

(2) 若 ST 和 ST 是 红 % 的 任意 两 结构 描述 , 则 

m(ST) = mC(ST’). 

从 定义 3.21 中 我 们 看 到 ,m* 实际 上 是 把 概率 1, 按 VSD 

(人 %) 中 同 构 类 ， 即 结构 描述 的 个 数 r 等 分 地 (1/7) 赋 于 每 
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一 同 构 类 。 然 后 握 定 义 3.20, 再 在 每 一 内 构 类 中 把 和 概率 1/r， 
按 该 类 中 状态 描述 的 个 数 § 等 分 地 《1/r&〉 赋 于 每 一 状态 描 
述 。 这 样 的 赋值 是 比较 自然 的 。 
定理 3.23 对 每 一 红 %， 有 且 仅 有 一 m* 函数 ， 
证 明 : 存在 性 显然 ,因为 m* 是 正则 函数 。 现 证 唯一 性 。 
设 m* 和 m* 是 两 个 满足 定义 3.20 的 函数 ， 显 然 
dom(m*) = dom(m*’ ), 
所 以 只 须 证 ,对 任意 i € S( 弘 %)， 
m*(i) 一 m* (i). 
令 [SD;] 一 {SDE RA(i): SD 与 SD;(€ RA(i)) 同 构 }. 
因此 存在 一 个 >， 使 得 
RA(i) = (J [SDi]， 
即 把 RA(i) 的 SD 划分 成 4 个 同 构 类 , 则 根据 定义 3.20 和 
3.21, 有 
m*(i) = 2 m*(SD) 


5SDERACG) 





一 > mr*(SD)+ .+ BD) m*(SD) 


sDe {SD,] sDelsD,l 
一 1[SD] .ms*(SDD + +. 
+ I[SD,]! »« m*(SD,) 
一 LSDJI |, ... + lLSD.1! 
Tél ré, 
其 中 & 是 VSD( 作 %) 中 与 SD; 同 构 的 状态 描述 的 个 数 
(一 11) 
同 理 ， m* (i) = lJ[sSDJ! 十 … 十 lLsD.1l . 
ré ré, 
因此 ,，m*(1) 一 mm” (iD)。 
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定义 3.22 S63 的 or，5: 的 m*，c* 的 定义 分 别 类 
似 定 义 3.13, 定义 3.14 和 定义 3.15。 
定理 3.24 对 任 一 SDEVSDC5%), 若 Ni,Ni,:…",Nk 
是 SD 的 Q 数 ,其 中 K 一 2"， 则 
NiN :Nr!(K 一 1)1 
(N+ KkK—1)! 
证 明 : 根据 定义 3.20 和 3.21, 定理 3.19 和 3.20, 我 们 有 
m*(SD) =—1/rt 一 NI-NxlCK 一 LDL 
(CN 十 天 一 1)! 
Carnap 的 定量 归纳 罗 辑 最 终 洗 择 c* 函数 作为 归纳 确证 
度 函数 ,因此 他 称 他 自己 的 定量 归纳 远 辑 为 c* 理论 。 





m*(SD) 一 


$2 归纳 方法 的 一 维 连续 统 理论 


Carnap 认为 归纳 推理 在 从 物理 学 到 历史 学 的 所 有 经 验 
科学 领域 里 都 起 着 非常 重要 的 作用 。 这 些 领 域 科学 探究 的 中 
心 是 假说 或 互相 竞争 的 假说 集 。 臣 说 可 以 是 对 单个 事件 (了 明 
于 的 天 气 , 实 验 的 结果 、 下 届 总 统 选 举 的 结果 ) 的 预测 ,可 以 是 
一 般 趋势 (癌症 死亡 率 的 下 降 、 失 业 的 增加 ) 的 预测 ,也 可 以 是 
物理 学 或 心理 学 或 经 济 学 的 一 条 定律 。 在 科学 研究 中 ， 科 学 
家 经 常 做 出 关于 假说 (根据 得 到 的 证 据 ) 的 判断 ， 并 且 决 定 是 
否 接受 或 拒 斥 它 ， 这 样 的 判断 显然 具有 归纳 本 性 。 科 学 家 意 
识 到 ,在 任何 将 来 时 刻 , 当 发 现 新 的 证 据 ， 他 将 修改 他 对 该 假 
说 的 判断 。 新 证 据 对 该 假说 可 能 是 有 利 的 、 不 利 的 或 不 相干 
的 。 这 里 所 谓 有 利 的 是 指 该 假说 得 到 比 以 前 更 强 的 确证 ， 若 
这 种 确证 增加 的 足够 大 , 则 原先 被 拒 斥 的 假说 现在 可 以 接受 . 
此 外 ,科学 家 也 可 以 对 某 个 量 的 未 知 值 进行 定 量 估计 例如， 
根据 得 到 的 证 据 ， 对 明天 雨量 进行 估计 。 估计 也 是 一 种 归纳 





过 程 ,因为 我 们 在 估计 中 不 能 保证 该 量 的 实际 值 接近 估计 值 ， 
更 不 能 保证 它 等 于 估计 值 ， 

Carnap 要 研究 的 归纳 方法 就 是 指 妆 纳 确 证 方法 和 归 纳 
估计 方法 ， 这 里 只 考察 前 者 。 

我 们 说 一 个 人 XX 有 一 神 确 证 方法 (归纳 方法 )， 若 他 有 能 
力 以 某 种 方式 ,至 少 在 某 种 场合 , 概 据 征 所 。 确证 假说 4 的 数 
值 , 把 该 数值 看 作 相对 。 的 确证 度 。 假设 为 使 用 c(h,e) 
表示 确证 方法 ，X, 使 用 c(A,e) 表示 确证 方法 。 若 至 少 存 
在 一 句子 对 4，e， 使 得 c(h,e) 关 c(h4,e)， 我 们 说 这 两 种 
方法 不 相 容 。 我 们 经 常 看 到 两 种 确证 方法 之 间 的 差异 ， 有 时 
甚至 会 出 现 这 桩 的 情况 ， 一 种 方法 把 < 的 极 大 值 赋 于 给 定 的 
句子 对 h，e， 男 一 种 方法 却 把 c 的 极 小 值 赋 于 同 祥 的 h,e. 
例如 ， 令 h 是 无 穷 论 域 上 的 一 全 称 事实 句 ( 例 “ 所 有 的 天 的 都 
是 白 的 ”)，。 描述 的 是 一 有 穷 的 正事 例 样本 ， 于 是 一 种 方法 
〈 若 后 面 将 要 讨论 的 直接 规则 ) 取 c(4，e) 一 1， 而 另 一 种 方 
法 ( 即 c*) 霹 取 c(Cpe) 一 0， 

Carnap 的 工作 就 是 把 可 能 的 归纳 方法 用 一 定 的 方 式 排 
序 为 一 系统 。 每 一 具体 方法 的 本 性 决定 它 在 该 系统 中 的 位 
置 ， 反 之 ， 在 该 系统 中 也 可 用 坐标 或 参数 值 描述 某 个 方法 的 
位 置 来 唯一 确定 该 方法 。 Carnap 就 是 要 构造 归纳 方法 的 这 
样 一 个 参数 系统 ,他 称 其 为 4 系统 。 

Carnap 构造 4 系统 的 语言 是 乡 %, 不 特别 考虑 双 *， 
因为 在 涉及 无 穷 论 域 的 归纳 方法 中 ，。 的 值 是 有 穷 系 统 序列 
St 的 值 的 极限 ( 当 N 一 co 时 )。 

在 构造 4 系统 之 前 ， 我 们 先 研究 可 能 的 归纳 方法 ， 这 将 
会 导出 一 数学 函数 类 ， 使 得 每 一 归纳 方法 正好 为 该 类 中 一 函 
数 所 刻 划 。 一 确证 方法 由 一 函数 c(h,e) 来 描述 ， 但 “不 是 
数学 函数 ,虽然 它 的 值 是 数 ,但 它 的 变 且 是 句子 。 因 此 我 们 第 
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一 个 目标 就 是 寻找 另 一 种 途径 来 刻 划 任 意 给 定 的 确证 方法， 
即 用 数学 函数 来 代替 “ 函数 。 

我 们 假设 要 包括 在 2 系统 中 的 任意 的 确证 方法 可 以 用 满 
足下 列 条 件 3.1 至 条 件 3.10 的 “ 函数 来 表示 ， 其 中 条 件 3.1 
至 条 件 3.9 在 此 表述 ,条 件 3.10 在 后 面 表述 。 

条 件 3.1 若 h 和 逻辑 等 价 , 则 c(h,e) 一 “大 ，)。 

条 件 3.2 若 。 和。 人 逻辑 等 价 , 则 c(h,e) 一 c(h, 6)。 

条 件 3.3 (一 般 乘法 原则 ) c(hAh,e) 一 c(h, ec) 
cH ,e Nh), 

条件 3.4 〔 特 殊 加 法 原则 ) 若 根据 ce,h 和 kr 逻辑 不 相 
容 ( 即 ec 入 4A 逻辑 假 ), 则 

c(hVh,e) = c(h,e) + c(h,e), 

条 件 3.5 0< c(h,e) 志 1. 

显然 条 件 3.1 一 3.5 就 是 江 的 定理 3.13 的 (5), (4), (7)， 
(6),(1). 

为 了 表述 条 件 3.6 一 条 件 3.9， 我 们 先 引 入 一 些 规定 特殊 
形式 的 句子 的 记号 ， 令 ceo。 是 由 :个 不 同 的 个 体 常 元 构成 的 
Q 句 的 合 取 , 其 中 % 个 常 元 有 9 性 质 ,…，sx 个 有 Qx 性 
质 ,因此 5 十 十 和 K 一 了 令 有 是 2 句 ,其 中 的 个 体 常 
元 不 在 eo 中 出 现 ， 如 ,hx 分 别 是 辣 一 常 元 和 2 
@x 谓 词组 成 的 Q 句 。 这 样 ，eo@ 可 以 看 作 是 描述 规模 (size) 
为 :的 观察 样本 ,h(i 之 K) 可 以 看 作 是 对 未 观察 的 个 体 的 
预测 。 令 ce, 是 用 “ 10, 去 置换 ee 中 不 是 9, 的 每 一 Q 
谓词 而 得 到 的 句子 (例如 “91la:)A 人 93las)” 被 置换 成 
“Qi《ay) 信 101Cas;)”), 仿 6,"…,ex 也 类 似 定义 。 这 样 任 
何 形 如 。 的 句子 描述 了 与 eo。 相同 的 样本 ， 但 是 用 一 种 更 
少 规定 的 方式 , 它 只 把 0; 性 质 赋 于 与 eo 相同 的 5; 个 个 体 ， 
对 其 余 的 一 5 个 个 体 ， 只 是 说 它们 不 是 8;， 而 不 说 明 它 
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们 的 其 它 Q 性质。 

令 M 是 有 逻辑 宽度 (0 < o 生 类) 的 事实 分 子 谓 词 ,办 
此 M 是 w 个 8 谓词 的 析 了 到 ,对 M 中 的 每 一 8 谓词 ， 为 了 方便 
就 说 它 属于 M。 令 ew 是 用 M 去 蔡 换 ee 中 的 属于 M 的 每 
一 8 谓词 (对 于 不 属于 MM 的 8 谓词 用 “1M 去 替换 ) 而 得 到 的 句 
子 。 这 样 ，ew 是 sy 个 “M” 的 M 名 和 :一 suy 个“M” 
的 M 名 的 否定 的 合 取 ,其 中 

sy 3 《其 中 求 和 是 对 MM 中 8 谓词 的 下 标 让 (3.1) 
这 样 ex 描述 的 是 和 “eo。 相 同 的 样本 , 但 它 只 是 说 每 一 个 体 
是 否 是 M ( 当 M 是 0; 时 。 是 ex 的 特例 )。 令 hr 是 与 
名 有 相同 个 体 常 元 的 M 句 ， 因 此 ，hw 逻辑 等 值 @ 个 假说 名 
(其 中 中 的 8 谓词 在 M 中 ) 的 析 取 ,因为 这 些 假说 互相 逻辑 
不 相 容 ,所 以 根据 条 件 3.4, 我 们 有 

chy,e) — DS) clh;,e), 对 任 — e， (3.2) 


为 了 更 具 一 般 性 ,我 们 这 里 允许 空 样本 的 情况 , 即 “一 0. 在 
这 种 情况 下 ，c。( 间 样 还 有 “ 和 ex) 没有 给 出 事实 信息 ， 
所 以 它 是 逻辑 真 的 句子 , 即 是 重 言 式 “z”。 

从 描述 一 样本 的 证 据 到 关于 不 属于 该 祥 本 的 个 体 的 假说 
的 归纳 推 里 ,也 即 对 ce《h,e), c(hu ,ex)，,"…* 的 确定 ,就 是 单 
称 预测 推理 。Carnap 认为 这 是 归纳 逻辑 中 最 基本 的 推理 , 别 
的 类 型 的 归纳 推理 在 下 列 意义 上 都 能 归 约 为 这 种 推理 ; 若 对 
c《 所 ,ei) 的 情况 能 给 定 一 “ 函数 的 值 ， 则 所 有 别 的 值 都 能 推 
导出 来 . 

下 面 我 们 规定 茶 些 更 具体 的 条 件 来 刻 划 4 系统 的 c 函 
数 。 

条 件 3.6 ”对 给 定 的 句子 如 和 ci;,c《h, ei) 的 值 在 所 
有 所,e; 出 现 的 系统 多 8 中 相同 , 且 独立 于 N， 
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厅 件 3.7 “ 相对 个 体 常 元 是 对 称 的 .。 

条 件 3.8 “相对 吕 谓 词 是 对 称 的 , 即 若 ,ce” 分 别 是 从 
he 中 通过 交换 (exchange》 两 个 8 谓词 而 得 到 的 , 则 
c(h,e) = eR ,0 ), 

条 件 3.9 对 任意 M,， c(hu,eu) = c(hu, co). 

从 条 件 3.9， 用 0; 代替 M， 对 任意 的 i， 就 有 


c(hi, ei) = c(hi,eo), (3.3) 

从 条 件 3.9 和 (3.2):; 
对 任意 M,c(hu,em) 一 六 c(hi,eo) 2 2 ch, 6i)。 
(3.4) 


假设 给 定 一 确证 方法 (能 运用 于 形 如 ce 和 入 那样 的 名 
子 )， 但 这 里 我 们 不 能 根据 一 系列 情况 对 “ 的 值 进行 枚 举 计 
算 ， 因 为 可 能 的 情况 有 无 穷 多 。 因 此 必须 给 出 一 个 一 般 的 规 
则 , 构成“ 函数 的 定义 。 这 祥 在 绽 % 中 ,对 形 如 和 和 e 的 
任意 两 句子 ，。 的 值 必须 是 这 两 个 句子 和 该 系统 确定 的 某 些 
量 的 函数 ， 现 在 让 我 们 考虑 可 能 作为 该 函数 的 变 目的 量 。 首 
先 ，N 和 < 是 用 来 描述 双 % 的 ,但 是 根据 条 件 3.6，N 与 
c( 如 ，e1) 不 相 于 ， 过 % 的 8 谓词 的 个 数 KK 由 + 唯一 确定 
《K = 2*), 且 反 之 亦 然 ,因此 我 们 可 以 把 K 看 作 是 一 变 目 ,这 
样 的 KK 可 以 看 作 是 逻辑 的 县 .这 里 涉及 的 经 验 的 最 是 由 ei 描 
述 的 观察 样本 中 的 。 和 5 因为 e, 包含 个 体 常 元 , 它 告诉 我 
们 s 个 个 体 属于 该 样本 且 其 中 哪 几 个 属于 8,。 但 由 于 条 件 
3.7 后 一 信息 是 独立 的 。 在 有 中 出 现 的 个 体 常 元 不 同 于 。 中 
出 现 的 ,但 所 条 件 3.7， 它 是 哪个 常 元 无 关 紧 要 。 丙 此 ， 对 hh 
的 考虑 不 会 引 和 人 任何 其 他 的 量 。 这 样 ,我 们 得 知 c《, ecD) 的 
值 由 天 , * 和 5% 唯一 确定 。 类 似 的 结果 对 任何 别 的 8; 也 
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成 立 ,因此 
对 4 系统 的 任意 函数 “， 存 在 一 数学 函数 G, 使 得 对 
任意 9; 和 任意 具有 N,K,s 和 5 的 h, ef6SCSY)， 


c(hi,ei) = GK,s ,si). (3.5) 
我 们 从 (3.5) 和 (3.4) 得 到 
对 任意 M，, c(huser) 一 >) GK,s,5), (3.6) 
再 气 (3.3), 得 到 
对 任意 i,c(hi,eg) 一 G(K,s555). C3.7) 


我 们 称 G 为 上 述 给 定 的 确证 方法 的 特征 函数 。 若 给 定 各 种 确 
证 方法 (用 c,e,*…" 来 表示 ), 则 据 (3.5) 我 们 能 确定 它们 的 
特征 函数 G,G'*…。G 函数 就 是 从 整数 三 元 组 到 实数 闭 区 间 
10,1] 的 数学 函数 。 

给 定 玉 个 含有 同一 个 体 常 元 的 句子 h(i < K), 令 h 是 
它们 的 析 取 , 因为 头 逻 辑 真 ,所 以 相对 任 一 证 据 ， 它 的 “ 值 总 
为 1。 此 外 ,这 些 句子 互 不 相 容 ,因此 据 条 件 3.4, 有 


K 


Dy c(hi,e0) =c(h,eo) = 1, 


因此 ,用 “ 置换 ce。( 即 ;一 ;一 0), 得 


Belhi,?) = 1. (3.8) 
所 条件 3.8， 
CRs7) = c(h,yt) 一 … = (hr,t), (3.9) 
因此 ,由 上 可 得 





对 4 系统 中 任意 c，0i5h， chs 一 1/1K。 (3.10) 
再 据 (3.4) 可 得 
对 任意 “ 和 任意 具有 宽度 为 的 M，, c(hy,?) 一 o/K。 
(3.11) 
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从 (3.10) 和 (3.5), 对 一 4 一 0， 我 们 有 
G(K,0,0) 一 1/K, 对 2 系统 中 任意 特征 区 数 G。 (3.12) 
若 在 我 们 后 面 的 讨论 中 不 能 对 G(K,0,0) 提供 一 个 值 , 则 我 
们 有 下 列 约定 , 即 G 函数 的 极限 约定 
lim GCK,6,8) = G(K,0,0). (3.13) 


为 了 规定 4 系统 中 这 个 给 定 的 G， 根 据 (3.12), 用 上 述 方式 
确定 的 值 必 须 等 于 1/K,， 
下 面 我 们 证 明 特 征 函 数 GCK,s，s;) 完全 刻 划 了 它 的 确 
证 方法 。 这 就 意味 ,车 给 定 一 函数 C， 我 们 能 对 任意 丝 % 中 
任意 句子 对 h,e《e 非 逻 辑 假 ) 确 定 ¢ 的 值 。 
令 G(K,s,s;) 是 一 给 定 的 特征 函数 ,我 们 要 找到 根据 G 
如 何 确定 函数 “ 的 值 的 方法 。 显 然 ， 任 意 句子 的 “ 值 可 以 归 
约 为 相对 重 言 证 据 “7 的 * 值 。 对 后 者 的 值 ， 我 们 引信 
m(h) = c(h,1). (3.14) 
这 样 ,对 每 一 。 函数 , 存在 由 (3.14) 定义 的 对 应 的 测度 函数 ， 
而 任意 句子 的 测度 值 又 可 以 归 约 为 状态 描述 的 测度 值 ， 所 以 
我 们 先 考 虑 状态 描述 ， 考 虑 具有 Q 形式 的 状态 描述 , 即 5 
中 入 个 个 体 的 N 个 8 名 的 合 取 SD。SD 中 组 元 的 排序 按 下 
列 形式 : 首先 是 N 个 2, 名 (其 中 NN 是 9 的 8 数 ， 它们 
之 间 的 排序 可 以 是 任意 的 ), 其 次 是 N, 个 0, 句 , 由 此 类 推 ， 
最 后 是 Nx 个 Qx 旬 ,显然 N, + N: 十 … 十 Nk 一 N。 令 
在 这 个 序 中 的 8 旬 是 i,7,……,in, 则 SD=jiiAhA…Ajis, 
令 SD。 是 SD 的 前 4 个 j 名 的 合 取 : SD,。 = 人 人-…- 信 
i,， 因 此 , 当 # 之 2 时 ，5D, = SD,_, 人 ij,。 据 条 件 3.3， 我们 
有 
ce(SD,,1) = cSP, 1 7) cI,, SD,_1), (3.15) 
对 重复 上 达 过 程 ,得 
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m(SD) = ce(SD,7) ~ chs)e(j, SD)** cliy,SDy-), 
其 中 
SD = SD», SD, = i, (3.16) 
考虑 SD 中 出 现 的 一 特定 谓词 “0,”，SD 中 色 含 N; 个 
具有 9; 性 质 的 句子 。 令 mi 是 SD 中 先 于 第 一 个 2; 名 
的 合 取 肢 的 个 数 。 因 此 , 若 一 1， 则 m; = 0,， 车 i 二 1, 则 
m; 一 3 Ni 


这 Ni 个 9; 句 是 jiriyjai+z PN 

考虑 (3.16) 右边 乘积 中 的 项 ， 我 们 首先 假设 “0;” 不 是 
SD 中 出 现 的 第 一 个 8 谓词 ,因此 mw 0， 这样 (3.16) 右 
边 确证 “Ci” 的 第 一 个 项 是 c(isi+1，SD。)， 其 中 SD。 是 
mi 个 不 含 “9;” 的 @ 句 的 合 取 。 这 里 < 的 两 变 目 具有 形 如 
如 和 eo 的 句子 ,其 中 一 mi si 一 0。 因此 ,根据 (3.6), 第 
一 个 项 是 GC(K,mi;, 0)。 另 一 方面 , 车 “0,” 是 SD 中 第 一 个 
0 谓词， 因而 mm; 一 0， 则 这 样 的 第 一 个 项 是 clj,!), 据 
(3.10)， 它 总 为 1/K， 这 里 := s; 一 0。 这 样 的 第 一 个 项 可 
表述 为 G(K,0,0)， 这 和 当 m; 一 0 时 ，G(CK,miy 0) 的 结果 
是 相 一 致 的 。 第 二 个 项 , 不 论 m; 一 0 还 是 mi>0, 部 是 
cljmjt2 SDmjt1)， 这 里 情况 类 似 上 述 情况 ,只 是 :一 mi 十 1， 
5 ~ 1， 因 此 ,第 二 个 项 是 GC(K,mi 十 1,1)。 用 这 种 方法 继 
续 下 去 ， 在 每 一 步 , 5 和 s; 都 增长 1。 对 最 后 一 个 有 “8;” 
的 项 ，* 一 mi 十 Ni 一 1 46 一 Ni 一 1， 因 此 , 最 后 一 个 项 是 
G(K,mi 十 Ni 一 1, Ni 一 1)，、 这 样 在 (3.16) 中 具有 “0” 


的 项 的 乘积 是 | GCK,m 十 p 一 1,p 一 1D)， 同 理 ,对 别 的 


@ 谓词 ,也 有 类 似 的 结果 成 立 ,因此 ,所 〈3.16), 对 任意 状态 描 
述 SD (其 8 数 为 Ni(i 宅 天 ))， 我 们 有 
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m(SD) = TI pa G(K,mi+p—1,7— 1), (3.17) 


其 中 当 Ni > 0, 第 一 个 乘积 符 [] 的 i 等 于 i=1,2,.…,K， 
在 整个 乘积 中 第 一 项 总 为 1/ 天 ， 

这 样 ,G 对 所 有 的 状态 找 述 确定 了 测度 值 ,从 而 任何 别 的 
句子 的 测度 值 都 能 确定 ,因为 据 条 件 3.4 (特殊 加 法 原则 ), 可 
以 证 明 , 对 任意 je SC 5%)， 

m(j) 一 0， 若 i 逻辑 假 ， 


m() 一 避 m《SD)， 和 否则。 G3:18) 
SDE RA 
因此 所 有 的 < 值 都 可 以 归 约 为 
ch,e) 一 me 人 NA)/m(e)， 对 任意 h,e € SC 人 2%)， 
m(e) 0, (3.19) 


这 样 ,对 任意 h, e€ SC 人 %)， 只 要 。 非 逻辑 假 ， 特 征 函 数 能 
确定 它 的 “ 值 。 

因此 ， 可 以 在 下 列 意义 上 证 明 ， 特 征 函数 G 唯一 确定 它 
的 6 函数 。 令 “ 是 满足 条 件 3.! 一 3.9 的 * 函数 ， 且 对 任意 
4,c € S( SL%)《 其 中 。 非 逻辑 假 ), < 值 存在 。 令 对 应 的 特征 
函数 G(K,s,si) 由 (3.5) 确定 ， 若 我 们 对 任意 4,。 运用 在 
(3.17),(3.18),(3.19) 所 描述 的 过 程 ， 则 (3.19) 就 会 产生 给 
定 的 涵 数 。 对 4,e 的 值 <(4;e)。 尤其 是 考虑 形 如 he 
的 句子 对 , 则 (3.19) 就 会 根据 (3.5) 来 确定 GCK, s,s) 的 值 
<c(sei)。 根据 本 章 第 一 节 建 立 的 “ 函数 理论 ， 这 是 很 容易 
得 到 的 。 事 实 上 ,这 个 结果 意味 ,任意 G 函数 至 多 确定 一 满足 
上 述 条 件 的 “ 函数 (显然 ,并 不 是 每 一 任意 选 出 的 项 数 GCK， 
2547) 都 能 确定 满足 上 述 条 件 的 “ 函数 ) 

这 样 ， 我 们 解决 了 我 们 问题 的 第 一 部 分 ， 对 每 一 确证 方 
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法 ， 存 在 一 完全 刻 划 此 方法 的 数学 函数 G。 现 在 我 们 进 到 第 
二 个 ,也 是 更 困难 的 部 分 : 为 了 完全 刻 划 任 意 员 数 G( 从 而 完 
全 刻 划 对 应 的 归纳 方法 )， 我 们 希望 找到 一 参数 集 , 使 得 这 样 
的 参数 个 数 不 仅 有 穷 ,而 且 还 很 少 ,否则 就 不 适合 我 们 预想 的 
目的 ;” 即 通过 研究 已 知 和 未 知 的 归纳 方法 的 特征 (由 它们 的 
参数 完全 确定 这 种 特征 ) 来 对 这 些 方法 进行 定量 的 描述 。 

孝 虑 G 的 变 目 和 值 的 适 域 (range), 因为 * 是 一 正 整 
数 ,所 以 K 二 2"(Q 谓词 的 数目 ) 是 2 的 正 释 寡 .* 是 由 6 描 
述 的 样本 中 的 个 体 数 ,因此 * 是 小 于 六 的 非 负 整数 (通常 是 正 
的 ,但 也 允许 :一 0)， 5 是 小 于 或 等 于 ;的 非 负 整数 ,而 G 
的 值 就 是 “ 的 值 ， 因 此 应 该 是 闭 区 间 [0,1] 中 的 实数 ， 假 设 
一 科学 家 X 已 做 了 某 一 观察 ,在 他 的 证 据 ex 中 ,他 描述 了 一 
给 定 样本 中 的 个 体 ， 他 想 知 道 根据 exw， 关 于 性 质 M 的 单 称 
预测 hy 的 “ 值 。 让 我 们 看 看 在 这 种 情况 下 可 能 影响 “ 值 的 
两 特定 的 因素 . 我们 把 gw/* (在 ew 描述 的 观察 样本 中 M 出 
现 的 频率 ) 作 为 第 一 个 因素 ,这 个 因素 是 经 验 因 素 ， 它 一 般 为 
大 家 接受 ， 并 且 被 看 作 是 归纳 推理 的 基本 特性 之 一 。 第 二 个 
要 考虑 的 因素 是 M 的 相对 宽度 , 即 wo/ 天。 这 个 画素 是 逻辑 因 
素 , 独立 于 任何 观察 事实 。 X 在 给 定 的 语言 系统 色 $ 中 进 
行 逻辑 分 析 就 能 确定 w/K( 给 定 的 “sf” 的 定义 ), 同 时 X 能 
把 “M” 变 形 为 某 些 8 谓词 的 析 取 , 析 了 到 肢 的 个 数 就 是 o， 而 
天 一 2*， 显 然 ， 经 验 因素 sy/s 和 逻辑 因素 w/K 部 影响 “ 
的 值 ， 

现在 我 们 考虑 G 的 取 值 区 间 。 显然 sw/s 和 w/K 这 两 
个 因素 有 特殊 的 重要 性 ,因为 c(hy,ex) 的 值 必 须 始终 在 这 
两 个 值 之 间或 等 于 它们 中 的 一 个 。 Carnap 认为 这 个 条 件 为 
所 有 迄今 已 有 的 归纳 方法 所 满足 ， 作 为 怡 当 性 的 必要 条 件 似 
乎 也 是 合乎 情理 的 ,因此 4 系统 的 最 后 一 条 件 是 ; 
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条 件 3.10 ”对 任意 具有 ,s,s; 的 句子 如 ,ei, 或 5/; 志 
c(hisei) EI/K, 或 1K ehi,ei) < sls, 

这 样 ，1 系统 包括 了 所 有 满足 条 件 3.1 一 3.10 的 < 函数 。 
在 下 列 意义 上 ，Carnap 认为 他 的 1 系统 的 元 素 是 完全 归 纳 
方法 。 这 就 是 , 若 在 任意 纪 8 中 对 任 一 句子 对 h,e(e 非 罗 钳 
假 )，“ 有 值 ， 则 语言 系统 S% 的 一 确证 方法 以 及 它 的 函数 
< 称 为 完全 的 。 

对 任意 分 别 有 KK,wm,s, sy 的 M 和 句子 hy,exy， 从 条 件 
3.10,(3.1) 和 (3.4), 能 得 到 对 M 的 一 般 条 件 
Wec(pzrea) 和 wo/K， 或 w/K<e(hy ,euy)<suls, (3.20) 
因为 “(5，ei) 给 出 GC(K,s,si) 的 值 , 所 以 对 4 系统 的 任意 
特征 函数 G 和 任意 Kk,s,s;, 从 条 件 3.10 可 得 
s/s<G(K, s,s)<1/K, 或 l/K<G(K,s,s)Ssls. (3.21) 

我 们 打算 把 GC(K ,s,s;) 的 值 表示 为 值 s/s 和 1/K 的 
加 权 平 均 , 根 据 约定 把 经 验 因子 s/s 的 权 标 准 化 ， 然 后 用 风 
辑 因 素 1/K 的 权 确 定 GC(K,s, s;) 的 值 。 为 此 选择 观察 样 
本 的 个 体 数 : 作 为 s/s 的 标准 权 . 这 个 选择 无 需 理 论 上 的 
正当 性 (justification)， 因 为 它 不 涉及 任何 断定 , 它 只 是 一 个 
约定 。 这 个 选择 实践 上 的 正当 性 是 基于 如 下 事实 : 它 将 导致 
特别 简单 的 参数 系统 。 

把 经 验 因 素 的 权 标准 化 之 后 ,准备 赋 于 池 辑 因素 1/K 的 
权 就 具有 函数 G 的 特性 ， 对 一 给 定 的 G， 这 种 权 无 需 总 是 同 
一 个 ,而 是 可 以 随 情况 而 变 , 这 种 变化 可 以 依赖 值 ,s,s;， 因 
此 我 们 把 它 当 作 这 三 个 变 目 的 函数 XK,s, s;)。 这样 G 的 值 
是 s/s 和 1/K 的 加 权 平 沟 ， 其 中 第 一 个 权 是 ;， 第 二 个 是 
4(K,s,5i)， 因 此 ， 

s+ CK,s,s)/K 3 
G(K,s,s) 一 0 > C22Y 
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ea a fr 1 一 
(KR,s55i) 下 一 二 一 二 (3.23) 

这 样 , 若 任意 归纳 方法 用 函数 “ 的 形式 给 定 , 那 么 我 们 可 
以 先 确定 它 的 特征 函数 G， 然 后 根据 〈3.23) 确定 它 的 函数 
1。 另 一 方面 , 若 给 定 函 效 1， 则 可 以 确定 函数 <。 这 样 ，G 
函数 和 对 应 的 2 函数 互 为 确定 ， 因 此 后 者 也 可 看 作 是 对 应 的 
归纳 方法 的 特征 函数 ， 就 象 G 函数 那样 。 但 这 两 个 函数 有 很 
大 的 区 别 ， 通 过 去 掉 三 个 变 目 中 任 一 个 来 简化 函数 G 的 一 般 
形式 是 不 可 能 的 ， 因 为 确定 GC(K,s,si) 的 值 的 c《hi,ei) 的 
值 一 般 说 依赖 这 三 个 变 目 。 

另 一 方面 ,使 用 函数 1 会 导致 极 大 的 简化 ,因为 我 们 可 以 
去 掉 三 个 变 目 中 的 一 些 变 目 。 车 对 任意 我 们 热 悉 的 归 纳 方 
法 ,我 们 能 根据 前 面 的 过 程 构造 它 的 函数 C, 从 而 据 (3.23) 构 
造 它 的 函数 2， 那么 我 们 发 现 后 者 根本 没有 包含 变 目 : 和 
(这 在 后 面 讨论 具体 的 归纳 推理 时 能 看 到 )。 

一 给 定 的 匈 数 4 不 依赖 s 和 s;， 这 并 不 意味 由 这 个 4 函 
数 刻 划 的 归纳 方法 ,在 确定 c( 名 ,e:) 时 不 能 考虑 ;和 95， 而 
是 象 (3.22) 说 明 的 那样 , s 和 ”5 在 确定 c《h,e;) 的 函数 G 
中 出 现 ， 即 使 它 不 在 2 函数 中 出 现 ， 尤 其 5 不 出 现在 1 函数 
中 是 由 于 我 们 选择 ;作为 经 验 因素 的 标准 权 。s 的 不 出 现 只 
说 明 我 们 选择 这 个 权 极 好 地 符合 习惯 上 的 归纳 方 靶 的 共 辣 特 
征 。 

当 我 们 允许 4 系统 包括 所 有 满足 条 件 3.1 一 3.10 的 归纳 
方法 时 ,为 了 简单 起 见 ,我 们 先 研究 其 4 函数 独立 于 s 和 5 的 
归纳 方法 . 

条 件 3.11 在 后 面 的 讨论 中 ,假定 , 若 给 定 一 绕 %*， 则 对 
任意 s ，5 bh; 和 ei(G clhi, ei) — si)/(1/K— c(hi,e,)) 
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是 一 常数 ， 
由 于 条 件 3.11 ,函数 1 只 剩 一 个 变 目 帮 ， 因 此 我 们 现在 
可 以 用 4(K) 来 代 奉 XC(K,s,s;)， 这 样 (3.22) 等 就 成 为 


he _ + KK (3.24) 
c(his ei) ‘FAK “ (3.25) 


因此 , 据 (3.4) 和 (3.1)， 
ee w+ (vo/K)AUAKD (3.26) 


s+ (CK) 
《3.26) 中 的 经 验 因素 和 逻辑 因素 分 别 是 sw/: 和 w/K, 权 同 
于 前 面 。 
现在 我 们 证 明 ，# 函数 完全 刻 划 了 它 的 归纳 方法 。 给 定 
一 函数 1(K)， 为 了 简单 起 见 , 我 们 用 2 来 代替 2(K)， 则 据 
《3.17) 和 (3.24), 我 们 有 
站 2 一 上 十 AUK_ 
m(SD) 0 (3.27) 
其 中 当 mi 一 0, p 一 1 时, 商 总 取 1/K。 


因此 
m(SD) = II A/ B,, (3.28) 
其 中 A; 和 B 规定 如 下 ; 
A- I OK+p—), C3.29) 
p=1 
Ni 
B= I[[G+m+p—1), (3.30) 
从 (3.29) 得 
Ai 一 2/K QIK+ DAIK+2)*CAK+ Ni— 1). 
(3.31a) 


se Tle。 





令 iL 和 是 i 的 两 个 值 ,使 得 羡 天 i， Ni > 由 N, > 5, 著 
i<i, 则 Ni 一 0. 对 > 0， m= BN mm 


Nu， 根据 (3.30)， 对 任意 i。B, 是 Ni 个 上 升 因子 的 乘积 ， 
其 中 每 一 因子 比 前 面 的 因子 大 1 。 8;， 中 最 大 的 因子 是 4 十 
mi 十 Ni 一 1， Bi 中 最 小 的 因子 是 4 十 mi 十 Na， 办 


此 后 者 比 前 者 大 1 ,所 以 了 B 是 ZN; 一 NN 个 从 2 到 1 十 


一 1 的 上 升 因 子 的 乘积 。 因 此 从 (3.28) 和 (3.31)， 


= 亲人 KK 十 1 (A/K+N,— 1)) 
9 II ‘i+ 1)-.-0+N—1) ¥ 





(3.31b) 
这 样 就 为 归纳 方法 建立 了 一 1 系统 。 
现在 我 们 考察 1 函数 的 变化 ， 以 及 由 此 产生 的 两 类 不 同 
的 归纳 方法 ,并且 郑 察 其 中 的 几 个 重要 的 方法 。. 
第 一 类 归纳 方法 , 即 1 独立 于 K，Carnap 认为 几乎 所 有 
的 归纳 方法 的 1 函数 不 仅 独立 于 天 ， 而 且 有 一 常数 值 ， 例 外 
的 只 是 他 提出 的 确证 函数 c*。 这 里 考虑 的 1 不 仅 可 以 是 所 
有 的 有 穷 正 实数 〈 对 应 于 区 间 [w/K，sw/s] 中 的 内 点 ), 而 
且 可 以 是 0 或 co( 对 应 于 这 个 区 间 的 端点 )， 为 此 我 们 先 给 出 
以 下 对 任意 函数 1(4) 的 极限 约定 : 
ee 一 limf(2), 4 一 0(f(4) 的 定义 没有 指派 值 给 (4))， 
1CD ~ limf(1), 1 ~ %. 
(3.32) 
我 们 引入 一 些 由 给 定 的 4 刻 划 的 英 数 的 记号 。 G， 是 由 
4 根据 (3.24) 和 (3.32) 确 定 的 G 函数 ,cx 是 由 G, 刻 划 的 6 
防 数 ，m， 是 对 应 c 的 测 襄 函数 ,于 是 《3.25) 和 (3.26) 就 有 
下 列 较 简单 的 形式 
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s+ 4K 
a 
+ (o/KN (3.34) 
人 
在 证 据 是 重 言 的 , 即 样本 是 空 的 情况 下 , 从 (3.10) 和 (3.11)， 
得 


chis er) 一 ， (3.33) 


chy,en) 


mh = ach,t)= 1/K, (3.35) 
mhy) = chust) 一 ofK. (3.36) 
Carnap 在 此 分 别 详细 地 讨论 了 几 种 第 一 类 的 归纳 方法 
(参见 [4] 的 $12 一 13)。 12 一 2 的 归纳 方法 是 一 种 修正 了 的 
Laplace 规则 ，1 == 1 的 归纳 方法 赋予 逻辑 因素 和 个 体 的 观 
察 以 相同 的 权 。 而 当 和 一 co ， 根 据 极限 约定 (3.32)， 我 们 

从 (3.24)(3.25) 和 (3.33) 得 出 
GCCK,oa) = lim SH AIK ,1K, (3.37) 

< 5 十 1 


这 样 ，G。 等 于 逻辑 因素 ， 完 全 独立 于 * 和 s;， 即 经 验 因素 
被 忽 格 。 
据 (3.37) 或 直接 从 (3.25),(3.26) 和 (3.33)， 
colhi,e:) = 1/K, (3.38) 
collysey) 一 wf/K. (3.39) 
(3.39) 中 的 cs。 等 于 M 的 相对 权 , 与 ex 描述 的 观察 样本 所 
包含 的 信息 不 相干 。 从 (3.38) 和 (3.3)， 
colhi,co) = 1/K. (3.40) 
令 SD 是 8 的 任 一 状态 描述 ，(3.16) 右边 的 每 一 乘积 因 
子 对 cs 都 有 (3.40) 那样 的 形式 ,因此 等 于 1/K， 所 以 
ma(SD) = 1/KS, (3.41) 
而 K* 恰 是 区 8 的 状态 描述 的 数目 ,所 以 m。 把 等 概 分 配给 
吨 % 的 每 一 状态 拱 述 。 这 种 归纳 方法 可 以 称 为 随机 归纳 方 
法 ,但 Carnap 认为 这 种 归纳 方法 是 不 可 接受 的 。 
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当 1 一 0 时 ,假设 :> 0, 我 们 有 
Colhi, ei) = s/s, (3.42) 
colhuseu) = suls. (3.43) 
我 们 称 (3.43) 为 直接 规则 (straight rule), 它 表明 单 称 预测 
推理 c。 等 于 观察 频率 。 当 1 一 0 村 ，(3.35) 和 (3.36) 也 成 
立 , 因 此 
mhi) 一 co hist) 一 1/K， (3.44) 
mhu) 一 cAhu,t) 一 wfK. (3.45) 
令 SD 是 4% 的 具有 8 数 Ni(i 过 K) 的 状态 描述 ,运用 极 
限 约定 于 (3.31b), 就 有 


[TI G/KG/K 十 中 …CVK-HNi 一 1)) 


人 
wD i Ty 


(3.46) 
其 中 乘积 的 取 值 范围 是 7 一 人 :Ni>>0}]。 令 一 1， 这 
样 ,上 述 乘积 包含 ?个 乘积 因子 ,因此 
m( SD) 


9 


TIGyVK+D-.…CGVK+N 一 1) 
-= lim (EY K)? ,一 


2 2 二 10TN 一 1 / 
I (人 K+ID CA/K 二 RN 一 1 








一 lim CK) . lim 
4 4 8 (十 1) (十 N 一 1) 
/KY II (Ni;— 1)! 
-名人 小 (N—1)! * (347) 
我 们 分 两 种 情况 讨论 ， 情 况 1 : 令 p 一 1， 这 时 SD 中 每 一 
个 体 都 有 相同 的 8 谓词 ,因为 它们 相对 绽 % 中 可 表达 的 性 质 
是 完全 相同 的 ， 所 以 我 们 称 这 种 情况 下 的 SD 是 齐 次 《ho- 
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mogeneous) 状态 描述 。 这 时 只 有 一 个 正 Ni， 因 此 它 等 于 
N， 所 以 (3.47) 中 右边 最 后 一 个 商 变 成 (N 一 D1/(N 一 
1)1 ,而 极限 号 下 的 商 变 成 1/K， 因 此 ,车 SD 是 一 齐 次 状态 
描述 , 则 





mo(SD) = 1/K. (3.48) 
情况 2: 户 > 0,(3.47) 极限 号 下 的 商 变 成 42?"!/K*， 因 此 
极限 为 0, 而 最 后 一 个 商 总 是 有 穷 的 ,所 以 ， 若 SD 是 一 非 齐 
次 的 状态 描述 , 则 
mo SD) =— 0, (3.49) 
据 该 结果 和 (3.18)， 对 弘 % 的 许多 事实 句 i,moli) 一 0, 所 
以 我 们 一 般 不 能 用 mo《e 信 4)/m《e) 来 确定 co(4，e)， 因 此 
不 得 不 直接 用 极限 约定 于 co: 
c(h, e) = lime(h,e) = lim PaChAe) (3.50) 
i>0 hro mi(e) 
对 每 一 非 逻辑 假 的 。 和 每 一 2 > 0, 根据 (3.31b), m(e)>>0， 
因此 (3.50) 中 的 商 有 一 确定 的 值 。 可 以 证 明 当 2 一 0 时 ,这 
些 值 收 化 于 一 极限 ， 因 此 ,对 任意 丝 % 的 每 一 句子 对 h, eCe 
非 汐 辑 假 ), 由 (3.50) 给 出 co(h, e) 的 确定 值 。 对 于 hw 和 
cy， 当 一 0 时 ，(3.50) 就 是 《3.45); 对 于 hu 和 cx， 当 
5 > 0 时 , (3.50) 就 是 (3.43)。 
我 们 知道 ， 满 足 条 件 3.1 一 3.5 且 对 每 一 状态 描述 有 正 值 
的 测度 函数 以 及 依 问 这 种 测度 函数 的 c 函数 都 称 为 正 则 的 。 
Carnap 认为 只 有 正则 的 ¢ 函数 才 表 示 恰 当 的 归纳 推理 ,根据 
(3.31b) 可 证 ,对 任意 有 穷 正 数 4,m; 是 正则 的 。 因 而 c, 是 正 
则 的 。 根据 (3.41)，m。。 是 正则 的 ,因而 c。 是 正则 的。 但 从 
(3.49) 可 见 ，m 不 是 正则 的 ,因此 我 们 称 m。 和 co 是 拟 正 则 
《quasi-regular) 函数 , 这 是 指 它们 自身 不 是 正则 的 ， 但 它们 
能 表示 为 正则 函数 的 极限 而 言 的 。 
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我 们 现在 来 看 第 二 类 归纳 方法 ， 即 是 天 的 函数 的 归纳 
方法 ， 先 看 MK) 一 5K《 其 中 6 是 一 常 硕 系数 ) 的 一 类 较 简 
单 的 方法 、 握 (3.31b), 我 们 有 


TI GC + Db + Ni— 1)) 





CSD) 一 ROR TI ORENTI 51) 
从 (3.25) 和 (3.26)， 
ntb 

c(hi,ei) 一 es (3.52) 
c(hys en) 一 (3.53) 

如 果 5 是 正 整数 , (3.51) 就 成 为 

DJ-_ CE—-D TC+N 一 ID 0 

"(SD) Drm iill CD 


我 们 考虑 (3.54) 的 一 重要 特例 
1. 5 一 1,， 即 x(K) 二 K, 这 时 的 归纳 方法 就 是 c* 方法 : 


i Kt) 
m*(SD) 于 I1I Nil. (3.55) 


十 1 
s+K” 


ce#(hus eu)— to 


5 十 天 “ 

这 样 <* 表示 第 二 类 归纳 方法 中 最 简单 的 一 种 。 
值得 提 一 下 ， 每 一 与 SD 同 构 〈 同 构 的 状态 描述 有 相同 

的 8 数 Ni(i 县 K&)) 状态 描述 有 相同 的 m* 值 。 对 应 的 结 

构 描 述 ST(SD) 是 与 SD 同 构 的 状态 描述 的 析 取 。 因 此 , 据 

条 件 3.4, m*(STCSD)) 等 于 m*(SD) 乘 以 与 SD 同 构 的 状 


态 摘 述 的 个 数 ( 即 N, /了 Ni1)， 由 此 ,我 们 有 


c*(hi,ei) 一 
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vtSTCSD)) = AK—DIN! 3.56 
mt(ST(SD) 一 rid 《356) 


因为 这 个 结果 独立 于 0 数 N;， 所 以 每 一 结构 描述 有 相同 的 
m* 值 。 
2.4 一 2， 因此 MK) 一 2K, 据 (3.54)， 
m(SD) 一 -2K 一 DLL _ TTCw +1DI。 (3.57) 


(N+2K—1) 
从 (3.52),(3.53), 可 得 
;十 2 
和 3.58 
c(hi,ei) rp (3.58) 
十 2 了 
eh en) 一 TR (3.59) 


当然 人 们 可 以 考虑 第 二 类 归纳 方法 中 一 个 更 广泛 的 子 
类 ,包括 KK 的 非 线 性 哎 数 。Carnap 把 它 限 制 于 线性 函数 的 简 
单 式 是 因为 他 认为 目前 对 第 二 类 归纳 方法 的 研究 还 没有 任何 
实际 的 理由 要 超出 这 一 范围 。 

那么 这 两 类 方法 之 间 有 什么 差异 《对 第 二 类 方法 我 们 只 
研究 了 XCK) 一 bK 的 情况 )? 在 第 一 类 方法 中 ,参数 4 的 值 
本 身 是 归纳 方法 的 特性 ,与 语言 系统 (模型 论 意义 上 ) 无 关 . 而 
对 第 二 类 方法 , 4 是 要 对 语言 系统 的 。 Carnap 本 人 认为 这 两 
类 方法 的 差异 不 那么 基本 和 重要 。 他 选择 几 种 代表 性 的 归纳 
法 列 在 一 张 示意 图 上 表示 它们 的 联系 与 区 别 。 

4 系统 用 函数 或 数 1 描述 了 无 穷 多 的 归纳 方法 。 于 是 就 
产生 了 以 下 问题 : 对 一 个 人 和 来 说 ， 若 他 根据 自己 的 观察 结 
果 想 要 确定 确证 度 ， 那 么 他 应 该 选择 何 种 有 实效 的 方法 。 这 
基本 上 不 是 一 理论 问题 ， 因 为 对 该 问题 的 回答 在 于 XX 所 做 的 
实际 决策 。 决 策 不 能 判断 其 真 假 ,只 能 看 作 多 少 是 恰当 的 , 即 
对 给 定 的 目的 是 否 适 当 . 当 然 ,选择 的 恰当 性 依赖 关于 各 种 归 
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俩 类 归纳 方法 的 联系 与 区 别 


员 Ai=% 
| 4=2K 第 一 类 
1 A= K(C') 
J A=K/2 
st J 
4 < A=4 
3 4 二 2 (修正 的 Laplace 规则 ) ?第 二 类 
1 A=1 
| 
1 
| 
Ce 2 4 二 0 (直接 规则 ) 一 一 一 不 
系统 2 3 24 
KR: 4 8 16 


纳 法 性 质 的 理论 上 的 结果 ， 因 而 理论 上 的 结果 也 可 能 影响 他 
的 决策 ， 但 决策 本 身 仍 是 一 实践 问题 。 首先 X 必须 决定 选择 
哪 一 类 归纳 方法 , 正 象 我 们 所 见 , 第 一 类 归纳 方法 在 下 述 方面 
有 其 优越 性 : 在 计算 cl#,ce) 时 ， 只 有 那些 在 #4 和 < 中 出 现 
的 初始 性 质 才 须 考虑 , 

假设 X 由 于 这 样 或 那样 的 理由 选择 了 一 种 第 一 类 方 法， 
那么 他 必须 选择 任 一 实数 值 ,或 ,0 来 作为 参数 4 的 值 ， 他 
知道 当 1 一 时 的 归纳 方法 的 性 质 ,例如 cs 独立 于 ce。 假设 
他 由 于 实践 上 的 评价 认为 该 方法 不 可 用 ， 假 设 他 还 拒绝 使 用 
4 非常 大 (虽然 1 有 穷 ) 的 那些 方法 ， 因 为 它们 也 有 同样 不 令 
人 满意 的 功用 ， 虽 然 程度 上 小 一 些 。 同 样 他 也 可 能 不 用 那些 
4 接近 0 的 归纳 方法 ， 他 可 能 会 感到 小 的 1 值 似乎 能 导致 < 
的 更 恰当 的 值 ,整数 会 导致 更 简单 的 公式 ,特别 是 当 1 是 2 的 
乘 守 时 ,因此 他 可 以 首先 考虑 1 一 2, 即 修正 了 的 Laplace 方 
法 。 或 考虑 1 一 1， 再 考虑 2 一 4, 4 一 8, 1 一 16,……， 也 
可 以 考 蕊 4 一 1/2,2 一 1/4……。 
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假设 X 宁 可 选择 第 二 类 归纳 方法 。 这 里 只 考虑 4(K) 二 
56KK。 若 他 把 5 看 作 是 正 整数 , 则 除了 4 一 0 或 1 一 co， 该 方 
法 要 比 第 一 类 方法 简单 得 多 。 他 首先 可 以 考虑 5 一 1， 因 
而 4C(K) 一 天 ， 即 函数 c*。 函数 c* 的 定义 有 极 大 的 简洁 
性 , 它 比 别 的 要 考虑 的 “ 函数 更 简单 。 其 次 他 可 以 把 5 看 作 
2,3， 也 能 考虑 3 以 后 的 几 个 整数 ,但 不 能 很 多 。 因 为 若 的 
值 比 较 大 , 且 初 始 性 质 较 多 的 系统 , 1 的 值 将 相当 大 ， 这 样 得 
到 的 < 的 值 的 恰当 性 将 会 十 分 可 疑 。 例 如 , 既 使 6 一 6,z 一 8， 
则 kK = 2 一 256,4 一 1536， 这 可 能 损害 其 恰当 性 ,因此 ,第 
二 类 方法 中 似乎 只 有 一 小 部 分 才 有 优越 性 。 

假设 X 选 择 了 茶 个 归纳 方法 ， 在 某 段 时 间 内 把 该 方法 用 
于 出 现 的 归纳 问题 。 若 他 不 满意 该 方法 的 结果 ， 他 随时 可 以 
气 弃 它 ， 继 而 选择 对 他 更 具 吸 引力 的 方法 。 他 可 以 考虑 归纳 
方法 的 性 能 , 它 提供 的 值 , 它 与 后 面 的 实验 结果 的 关系 。 例 如 
预测 的 真 值 频率 (truth-frequency) 和 误差 估计 ， 进 而 考 虑 
使 用 该 方法 的 经 济 性 (这 由 所 要 求 的 计算 的 简单 性 来 测度 )。 
还 可 以 考虑 美学 上 的 特性 : 像 定 义 和 规 则 在 逻辑 上 的 简洁 性 。 
4 系统 使 我 们 容易 找到 男 一 种 方法 ， 因 为 它 在 一 个 尺度 中 提 
供 了 系统 的 排序 方式 。 若 和 X 感 到 他 目前 使 用 的 方法 与 逻辑 因 
素 相 比 ,不 能 给 经 验 因 素 以 足够 的 权 , 则 他 可 以 根据 是 小 一 点 
还 是 小 很 多 来 选择 具有 较 小 4 的 归纳 方法 ， 另 一 方面 ， 若 他 
希望 给 逻辑 因素 以 更 多 的 影响 ,给 经 验 因素 更 少 的 影响 , 则 他 
可 以 在 1 尺度 上 向 上 移动 他 的 刻度 。 

在 结束 本 章 时 ,我 们 对 Carnap 的 工作 作 一 简要 的 评价 . 
Carnap 的 归纳 导 辑 理论 在 现代 归纳 逻辑 史上 占 极为 重要 的 
地 位 ， 他 第 一 次 用 精妙 的 技巧 以 及 逻辑 语义 学 的 方式 构造 了 
博大 的 归纳 逻辑 的 理论 。 但 是 Carnap 的 工作 也 有 重大 缺 
陷 , 主 要 表现 在 : @ 从 连续 统 多 个 确证 函数 中 挑选 归纳 确证 
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函数 c* 的 方法 ( 指 他 在 $1 的 工作 ) 是 特 设 的 ， 人 为 性 很 大 . 
@ 更 严重 的 是 ,对 <*， 一 全 称 事 实名 在 无 穷 个 体 域 上 相对 有 
穷 证 据 的 归纳 确证 度 总 为 0 。 这 是 相当 致命 的 .尽管 Carnap 
认为 ,归纳 壳 辑 主要 应 关注 单 称 预测 推理 而 不 是 全 称 推理 (就 
象 在 82 的 工作 ), 试 图 回避 矛盾 ， 但 终究 说 明 这 样 的 归纳 逻辑 
意义 不 大 ， 因 为 归纳 逻辑 有 一 个 很 重要 的 目的 : 即 合理 地 解 
释 、 刻 划 科学 方法 论 中 证 据 对 假说 的 确证 度 ， 而 在 科学 实践 
中 ,特别 是 在 理论 色彩 较 浓 的 自然 科学 的 实践 中 ,人 们 主要 关 
注 的 是 全 称 形式 的 假说 。 

由 于 Carnap 的 工作 的 成 就 和 缺陷 都 非常 突出 ， 使 得 不 
少 人 不 断 地 在 修改 和 完善 Carnap 的 理论 ,下 面 两 章 , 我 们 分 
别 从 不 同 的 侧面 介绍 两 种 对 Carnap 归纳 逻辑 理论 的 完善 和 
扩展 。 
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第 四 章 ”归纳 方法 的 多 维 
连续 统 理 论 


Carnap 的 14 系统 可 以 看 作 是 一 个 一 维 连续 统 。 前 面 已 
提 及 这 个 系统 有 重大 缺陷 。 为 了 克服 这 个 缺陷 , J. Hintikka 
和 I Niiniluote 提出 了 能 很 好 地 如 免 这 个 缺陷 的 多 维 连 续 
统 理 论 ,发 展 了 Carnap 思想 。 在 本 章 第 一 节 中 ,我 们 介绍 和 
我 们 Hintikka 在 [6] 中 提出 的 二 维 c-? 系统 。 在 第 二 节 中 
讨论 介绍 和 讨论 Niiniluoto 在 17] 中 提出 的 天 维系 统 。 





§ 1 Hintikka 的 二 维 a-7 连续 统 理论 


J， Hintikka 认为 Carnap 的 一 维 连续 统 理论 之 所 以 造 
成 以 下 困难 : 在 无 穷 论 域 上 全 称 事实 句 相对 有 穷 证 据 的 归纳 
概率 〈c* ) 为 0, 是 因为 Carnap 分 配 概 率 的 方式 有 问题 .从 
第 三 章 我 们 已 知 Carnap 分 配 概率 给 状态 描述 (它们 最 终 决 
定名 子 对 的 概率 ) 分 两 个 层次 : 首先 把 概率 1 均 分 给 结构 描 
述 ， 然 后 再 在 结构 描述 内 部 按 状 态 描述 的 数目 再 均 分 已 分 配 
给 结构 描述 的 概率 。 因 为 结构 描述 的 数目 依赖 语言 系统 给 定 
的 个 体 数目 ,所 以 当 论 域 无 穷 时 ， 势 必要 造成 零 概 率 的 情况 。 
Hintikka 认为 ， 为 了 避免 发 生 这 类 困难 ,就 要 改变 分 配 概率 
的 方式 使 得 分 配 概率 只 依赖 初始 谓词 的 情况 。 

和 Carnap 一 样 ，Hintikka 也 从 有 六 个 初始 一 元 谓词 
的 语言 出 发 (注意 : 这 里 的 * 表示 空位 ,下 同 ): 

Pi(x)，P:(z)，… Palx). (4.1) 
如 Carnap 在 第 三 章 的 构造 , 我 们 可 以 建立 K 一 2”* 个 8 谓 


»81*。 





词 : ”0Q1,0,,'**,Qx。 用 0 请 词 , 构造 一 类 特殊 的 句子 ，Hi 
ntikka 称 为 构 元 (constiiuent:)。 一 个 构 元 陈述 了 ,有 且 仅 有 
若干 个 2 谓词 被 例证 ( 称 一 2 谓词 被 例证 , 若 论 域 中 至 少 有 一 
个 体 具 有 该 2 谓词 描述 的 性 质 )。 在 给 出 构 元 的 形式 定义 之 
前 ， 我 们 举例 来 说 明 构 元 的 性 质 。 
考虑 只 有 两 个 一 元 初始 谓词 的 语言 : B(x)，R(x). 为 
了 便于 理解 , 我 们 用 B(*) 表示 “x 是 黑 的 "， R(x) 表示 
“x 是 一 只 乌鸦 ”, 则 我 们 有 以 下 8 谓词 : 
Qi 一 B(x) 八 R(x) 《x 是 一 黑 乌鸦 )， 
Qi 一 B(x) 八 “1R(x) 《x 是 一 黑 的 非 乌 鸦 )， 
0; 一 “18(x) 八 R(x)(x 是 一 非 黑 的 乌鸦 )， 
0, 一 18(x) 八 M1R(x) (x 是 一 非 黑 非 乌鸦 ). 
通过 断定 郧 些 8 谓词 正好 被 例证 ,我们 可 以 从 这 些 8 谓词 中 
构造 不 同 的 构 元 ， 例 如， 给 定 一 个 黑 乌 鸦 和 一 个 非 黑 非 乌 中 
〈 例 如 一 块 白石 头 ) 的 论 域 , 则 下 列 构 元 在 该 论 域 中 真 : 
3x0.(x) 人 3x0,(x) 人 \ (x)( Q(x) V 04(Cx))。 
这 个 构 元 可 以 记 作 C;, 它 表示 有 且 仅 有 0, 和 9, 被 例证 . 
由 此 可 见 ， 从 天 个 2 谓词 中 ， 选 择 不 同 的 2 谓词 我 们 可 以 构 
造 不 同 的 构 元 。 一 般 我 们 用 C。 表示 恰 有 w 个 0 谓词 
oO， 1 » Qi, 被 例证 的 任意 构 元 : 
C- 人 0s Ne) (V 9,0%). 


j=1 








Hintikka 用 下 列 Bayes 定理 作为 出 发 点 来 建立 他 的 
a-4 系统 : 
PplCwes) ~ PCe)* PCesCe) (42) 


D(adPlescn) 


其 中 了 是 满足 第 三 章 $2 的 条 件 3.1 一 3.5 的 概率 测度 ，“。 表 
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述 了 有 且 仅 有 ?个 个 体例 证 了 下 列 “ 个 8 谓词 
Qilx), 00 0ic(z)。 (4.3) 
假设 。。 中 例证 8;,《z) 的 个 体 数 为 x;， 则 


< 
Dni=n. 


从 (4.2) 已 知 ， 只 要 我 们 能 确定 P(CC。) 和 P(e,,C。) 的 不 
同 值 , 则 (4.2) 的 值 也 随 之 确定 , 因此 我 们 先 来 考虑 先 验 概率 
P(C-)。 

在 Carnap 的 4 系统 中 ， 相 对 无 穷 论 域 ， 当 w 二 K 时 ， 
P(C。) 一 1, 而 当 w 关 K 时 ，P(C。) 一 0， 因此 所 有 的 全 称 
事实 名 的 概率 (无 论 是 先 验 的 还 是 后 验 的 ) 都 为 0。 为 了 避免 
这 个 结论 ,我 们 必须 把 不 同 的 非 零 先 验 概率 P(C。) 分 配给 不 
同 的 构 元 、 显 然 , 这 样 的 分 配 应 该 只 依赖 w。 为 了 与 Carnap 
的 方法 作 比 较 ， 我 们 先 回顾 一 下 Carnap 的 1 系统 如 何 确定 
P(C。)。 给 定 一 构 元 C。， 与 C。 相 容 的 a 个 个 体 ( 它 们 例 
证 C。 中 被 例证 的 8 谓词 ) 的 概率 是 

(wafK) ,1+waK) ,oo., ool+Cw/KR) 

2 1 十 1 a 一 1 十 1 “ 








(4.4) 
下 面 我 们 用 xCa,w4/K) 和 x《a, 4) 分 别 指称 《4.4) 中 分 子 
的 匀 积 和 分 母 的 乘积 。 
为 了 把 (4.4) 扩展 为 变 目 是 ae,w,), 天 的 函数 ,很 自然 的 
一 种 方式 是 把 (4.4) 等 同 于 
Tetwa/K)' T(1) ， (4.5) 
l(a+1)° TC(wi/K) 
其 中 T(x) 是 通常 的 Y 函数 〈gamma-function )。 
当 e 很 大 时 ， 在 c 个 个 体 的 论 域 中 ,(4.4) 接 近 概 率 
P(C。)。 当 x 较 小 时 ,这 个 P(C。) 是 
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< yan,w i 
p38 1)7(， )* a (4.6) 


显然 ，Hintikka 在 建立 自己 的 a-X 系统 时 ,并 不 把 
P(C。) 等 同 (4.6), 而 是 使 它 与 (4.4)《 或 (4.5)) 成 比例 , 即 


PC = a(e, 4)/> (F) «Casiak), (4.7) 





这 里 的 4 原则 上 依赖 K， 因 此 (4.7) 可 写作 
. Rp 2CK 
re 
(4.7)* 
这 就 是 在 无 穷 论 域 上 ，Hintikka 对 C。 的 概率 赋值 
那么 (4.7) 中 的 参数 " 究竟 起 什么 作用 呢 2 显然 为 了 使 
C。( 其 中 w <K) 真 ， 论 域 中 的 个 体 正好 例证 了 zw 个 2 谓 
词 。 当 P(C。)〈 其 中 w <K) 的 概率 越 高 ， 则 在 我 们 论 域 
中 的 个 体 的 分 布 就 越 不 平均 ， 离 先 验 对 称 性 要 求 就 越 远 ， 这 
有 时 的 a 就 越 小 。 这 在 一 定 意义 上 表明 , a 是 归纳 概括 名 (事实 
名 ) 中 先 验 考虑 的 强度 指标 。 因 此 ,这 里 的 a 与 Carnap 的 参 
数 1 类似， 因为 后 者 也 是 归纳 过 程 中 先 验 (逻辑 ) 因 素 的 权 的 
指标 。 2 越 大 ， 单 称 预 测 的 值 越 接 近 由 于 对 称 考 虑 所 导致 的 
先 验 值 ， 同 样 , a 越 大 ，P(C。) (其 中 w < K) 越 接近 它 的 
先 验 值 0 .两 个 参数 的 区 别 只 在 于 它们 适合 不 同 的 归纳 推理 : 
x 适合 归纳 概括 推理 ,而 4 只 适合 单 称 预测 推理 。 
现在 我 们 来 考虑 (4.2) 的 另 一 概率 值 : 似 然 度 〈degree 
of likelihood) P(e,, C。)。 这 相当 于 在 固定 了 构 元 的 先 验 
概率 后 ， 考 虑 如 何在 所 有 的 状态 描述 中 把 这 个 先 验 概率 青 分 
配给 使 该 构 元 为 真 的 状态 描述 。 显 然 我们 不 能 直接 使 用 Ca- 
rnap 的 特征 函数 
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(二 4/K)/(n 十 2)， (4.8) 
因为 这 会 导致 与 我 们 已 分 配给 构 元 的 先 验 概率 不 一 致 ， 但 对 
《4.8) 稍 加 修改 就 能 满足 我 们 的 要 求 。 因此 我 们 用 下 列 特征 
纹 数 

(ni +t/w) n+ 1), (4.9) 
其 中 心 就 是 在 构 元 Cs 中 出 现 的 2 谓词 的 数目 。 根据 (4.9)， 
在 无 穷 论 域 钓 情况 下 ,我 们 得 到 下 列 P(e,,C。): 
Uw ltliw ,1l+i/w ,A/w 














1 1 二 1 1 一 1 十 1 1 十 1 
. 1+4/w es Tw 2 
十 1 十 4 二 十 加 一 上 十】 
2 人 
人 nn ,Alw 
1 十 za 十 人 (J 6 A 


(4.10) 
根据 (4.7)* 和 《4.10)， 我 们 能 计算 出 构 元 C。 的 后 验 概率 
《确证 度 ) PC(C。,e,)， 和 先 验 概率 P(e,)。 也 能 计算 出 一 
未 知 个 体 具有 8 消 词 9;， 的 后 验 概率 , 记 之 为 P(h,e,)， 它 
相当 于 Carnap 的 单 称 预测 推理 


PC 一 | res SE) Arse)) 
“(< /BE((";) 
“(x(e, ee (+0 A ) fn, Ke +))) 


-a*(», tn)), (4.11) 


Pe) = DF )Pc): Pees ce] 


一 ~ 


$5。 





(Ts DK) 


i=0 i K 
“I (mm et) /Ane 十 »))]/ 
(7)(, XK (4.12) 


而 PC4, es) 就 是 PChAe.)/P《e。), 其 中 P(hAe。) 类 似 
《4.12), 除了 mm 被 mm 十 1 置换 ,n 被 x 十 1 置换 (这 里 当然 
预 设 mm > 0) 外 。 在 〈4.11) 和 (4.12) 中 ,我 们 很 自然 假设 4 
不 仅 是 ww 的 函数 ， 此 外 它 还 是 KK 或 i 的 函数 。 若 假设 2 是 独 
立 于 w 和 i 的 常数 , 则 我 们 有 下 列 较 简单 的 表达 式 


Ai 一 人 )xe, et aK), 
Bi 一 II xCni,l/(c i)),，. 


PCsse) ~ [rs eax ， 了 «ws11w)]/ 


ml 宙 


[Sa,: 5)], (4.13) 


P(e,) 一 5 Ai 。 a /> (3) 4 zr)), 
的 (4.14) 


Pls, e) = [Ae I Ams/Ce +0)) 


mt ule t+) )] /a Br +. 
全 了 
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(4.10) 一 (4.15 ) 刻 划 了 Hintikka 的 ac-1 系统 在 无 穷 论 
域 上 的 特征 。 现在 我 们 来 讨论 包含 在 a~1 系统 中 的 几 个 子 
系统 ， 先 考虑 a 一 co 的 情况 。 为 了 清楚 起 见 ,我 们 用 xCa,2) 
把 《4.15) 的 分 子 和 分 母 分 开 . 当 c 一 co 时 ， 

za,Ccti N/K) (ct+UK 


x(a, 1) 人 


.1+(c +OUK ..... 


1 十 1 
.ad 一 1 十 (c 十 12/ 天 (4.16) 
G 一 人 十 1 
当 a 相对 其 它 参 数 变 得 非常 大 时 ,下 列 (4.17) 就 近似 (4.16): 
T(2) e+ ) 一 六 
FCCc +i)2/K) 人 C417) 
当 a 一 co 时 , 若 c 十 ;一 及 则 (4.17)-~>1; 若 c 十 1 关 天 ， 
则 〈4.17) 一 0。 因为 (4.15) 的 各 和 式 中 只 有 一 项 不 等 于 0， 
所 以 (4.15) 可 以 归结 为 
Cm + (2/K)) /Cn + 1). (4.18) 
这 正 是 Carnap 的 4 系统 的 特征 函数 ， 因 此 Carnap 的 一 维 
4 系统 已 作为 特例 包含 在 Hintikka 的 二 维 a-? 系统 中 了 。 
例如 当 一 co 且 1 一 天 时 ,就 可 以 从 c-1 系统 中 得 到 c* 项 
数 ， 
a-1 系统 的 另 一 个 有 趣 的 特例 是 当 1 一 0 时 的 结果 。 根 
据 的 含义 ， 这 相当 于 根据 完全 后 验 ( 经 验 ) 的 证 据 来 判定 单 
称 归纳 预测 。 在 这 种 情况 下 , (4.15) 的 特征 函数 就 有 下 列 
形式 : 








NM/ nt. (4.19) 
这 就 是 “直接 规则 "(这 里 我 们 假设 4 不 依赖 w)， 请 参见 第 三 
章 $2 的 (3.42) 和 (3.43)， 这 里 还 须 注 意 , 当 c 有 穷 时 ， 
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〈4.19) 与 无关, 这 时 ,对 于 (已 被 列举 ) 在 该 论 域 中 被 例证 
的 9 谓词 的 构 元 C。，P《C。，e。,) 一 1; 对 所 有 其 它 的 构 元 
Co,P(Coe。) 一 0.。 

若 我 们 令 a 一 0, 据 《4.5), 所 有 的 先 验 概率 PC(C。) 与 
同一 个 常数 成 比例 ， 因 此 都 等 于 1/2*。 事实 上 在 这 种 情况 
下 ,《4.13) 成 为 


¢ 


Hwy) /ED(,)B, (420) 
或 更 一 般 地 ,(4.13) 成 为 
SK- °CQw))y 
(&( i rn: 
II n+ CetiD], (420)* 
joi Tln; + (4/w)) ” 


且 《4.15) 成 为 
(ES((7) He +a tn) 
/TGCe 十 门 ))(m + CCe 十 2)))) 
/[2 ((* , )H rn + Cle + i))) 
NOt XK + |. C4.21) 


在 此 我 们 预 设 1 是 常数 . 当 w>“ 且 呈 一 co 时 ,，(4.20)* 一 0， 
当 w =c 且 ”一 co 时 ,(4.207)* 一 >1。 
现在 我 们 考虑 4 一 0、 即 单 称 归纳 陡 测 推理 只 根据 先 
验 基础 判定 。 为 了 看 清 这 一 点 ,我 们 把 (4.20)* 近 似 写 作 
(1 es (4.22) 
1=1 
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当 ) 一 oo 时 ，(4.7)* 趋 于 
(WK / > () Cry. C423 


用 同样 的 方式 ,我 们 看 到 当 1 一 co 时 ,(4.10) 趋 于 (1/w 刀 .把 
这 些 值 代 人 《4.13) 且 进 行 简化 ,我 们 就 有 下 列 Cu。 的 确证 度 


we- 医 ( Ge 


i=0 





这 是 Hintikka 在 [8] 构造 的 Jerusalem 系统 关于 构 元 的 确 
证 度 的 直接 概括 。 为 了 说 明 (4.24) 中 的 作用 ,我们 考虑 只 
有 两 个 初始 谓词 RC(x)，B(x) 的 语言 , 若 我 们 假设 除了 2 一 
R(x) 八 18(x)， 其 它 所 有 的 8 谓词 都 被 例证 ， 则 m 一 2， 
K=4,c=3。 令 C; 一 3r0.(x)N\ 3xQ,(x) 人 \ 3x0,(r) 人 \ 
(x)(Q1(x)V 8z(x)V 91(x))， 据 (4.24), 得 


Pp(C) =— (1 +(2)"). (4.25) 
在 这 种 情况 下 ，c 就 是 我 们 打赌 《公平 地 ) 璋 下 的 乌鸦 是 黑 之 
前 必须 观察 的 个 体 数 ， 


前 面 我 们 考虑 的 所 有 特例 都 是 通过 给 出 a 和 7 的 适当 数 
值得 到 的 。 但 2 的 值 可 以 依赖 K, 因此 我 们 令 1 依赖 w， 即 
4 一 4(w) 来 得 到 另 一 些 系 统 。 在 此 我 们 考虑 这 样 的 系统 中 
最 简单 的 一 个 : 1 一 w。 在 一 定 意义 上 ,这 是 对 Carnap 的 c* 
系统 《2 一 K) 的 概括 。 在 这 种 情况 下 , 从 (4.11) 得 到 下 列 
简化 形式 

(t+w oD 
PC (x+w—1)! 
Ko oN 十 2 二 2 一 1 
pe J S426) 
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这 是 对 Hintikka 在 [9] 提出 的 “联合 系统 "的 概括 . 当 a 一 0 
时 ,这 里 的 系统 就 是 [9] 中 的 “联合 系统 ”” 用 同样 的 方式 ,我 
们 有 











E-e /天 一 c (cz cti— 1)1(n+e)! 
( 


十 1 fo (nto++i! 
1 十 eR-e 人) 二 De 二 < 





Plh,e,) 





(zt+e+i—1)! 
(4.27) 
下 面 的 图 表 说 明 上 面 我 们 讨论 的 各 种 子 系统 与 Hinti- 
kka 的 c-1 系统 的 关系 。 


i=0 1 














参数 
系 统 RE 
a 1 和 
Carnap 的 和 系统 人 | 4 
cC* 系统 oo 
直接 规则 a a 
Jerusalem 系统 cm 0 OE 加 De 
Jerusalem 系统 的 概括 « 
依赖 (4.20),《4.21) 的 系统 0 4 
“联合 系统 ?67 0 
“联合 系统 ”的 概括 





表 中 右边 两 栏 中 出 现 的 “ 或 表示 在 该 系统 中 它们 是 可 
以 取 任何 值 的 参数 


$2 Niiniluoto 的 天 维 连 续 统 理论 


天 维 连 续 统 理论 最 早 是 J_ Hintikka 和 工 Niiniluoto 
在 [10] 中 提出 的 。 后 来 L Niiniluoto 在 [7] 对 他 和 Hinti- 
kka 在 [10] 中 提出 的 理论 进行 概括 和 阐述 ， 在 此 我 们 主要 介 
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绍 和 讨论 [7] 中 的 工作 。 

考虑 论 域 VU， 通常 U 是 无 穷 鸭 。 假 设 0 可 以 划分 成 K 个 
互 不 相交 又 联合 穷 举 的 0 类 :” 01, 01, …, 0x。 显然 Du， 
0Q1,"…,Qx, 其 中 2" 二 K, 可 以 看 作 是 对 “0 谓词 "的 解释 (如 
Carnap 那样 )， 令 e。 是 从 论 域 中 (无 置换 ) 抽 取 的 规模 为 x 
( 即 x 个 元 素 ) 的 样本 ,mn; 是 e。 中 属于 类 98; 的 个 体 数 
(i=1,"…,KK), 因此 n 宇 0 日 

> Ni 一 NN, 

若 对 应 论 域 上 的 个 体 mu，t,*…， 语 言 红 有 个 体 常 元 符号 
413929""*， 则 e。 可 以 用 绽 的 一 特 称 句 来 表述 ， 这 样 的 句 
子 也 用 “ec。 来 指称 。 令 hs 一 0(esr)〈 注 意 : 这 里 的 
ce， 和 As+， 与 本 章 $ 1 的 e。 和 上 本 质 上 是 一 样 的 )，P 是 
红 的 概率 测度 ， 则 对 红 的 所 有 句子 对 《h,e)，。 为 非 逻辑 
假 , 概 率 值 P(A;e) 满足 下 列 公理 。 

公理 4.1 概率 公理 ， 

公理 4.2 ”对 有 穷 证 据 “。，, 若 六 < 一 4， 则 PCpe) 一 1. 

公理 4.3 PCLh,e) 相对 个 体 常 元 是 对 称 的 。 

公理 4.4 Pl(4,e) 相对 2 谓词 是 对 称 的 。 

公理 45 《ec 原则 ) PChsr，ee) 是 #;,n, co 和 K 的 函 
数 , 但 不 是 m; (其 中 j 大 门 的 函数 ,其 中 oc 一 |{i:n; 之 0}|， 

公理 4.1 一 4.5 就 是 Niiniluoto 天 维系 统 的 5 条 公理 ， 
其 中 公理 4.1 一 4.4 相当 于 第 三 章 $2 中 Carnap 的 1 系统 的 
条 件 3.1 一 3.5 和 条 件 3.7 一 3.8，。 公理 4.5 是 对 Carnap 的 下 列 
4 原则 的 概括 ; 

PCpstes) 是 my z 和 天 的 函数 , 但 不 是 六 〈 其 中 i 半 
1) 的 函数 。 《4.28) 

从 公理 4.1 一 4.4 和 《4.28) 可 以 得 到 下 列 基 本 结果 : ”车 
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公理 4.1 一 44 和 (4.28) 成 立 , 则 P(hstis 6。》 的 特征 函数 可 
以 表示 为 下 列 形式 : 
ni + AIK 
flnisn) 一 二 《4.29， 
其 中 4 是正 实 值 参数 ,由 方程 
,Kf(0,1) 
1—K./(0,1) 
确定 (参见 第 三 章 $ 2 的 (3.24) 和 (3.25)), 
这 里 还 要 注意 “ 原则 弱 于 (4.28)。 为 了 理解 “ 原则 ， 我 
们 先 来 看 它 的 某 些 直接 推论 。 对 固定 的 天 , P(h。n,e,) 的 特 
征 函 数 现在 可 以 表示 为 三 元 函数 f(xn;,n,c)。 从 公理 4.3 直 
接 推出 
若 n>0,w >>0, 天 志 c>2，7 一 下 一 1 之 ce 一 2， 
且 wn=n 十 n ( 当 c 一 2 时 ), 册 
fr nc)* fln nt!1,c) 








= fn nc)* fln ,nt 1,c), (4.30) 
特别 是 当 c 一 KK 时, 《4.30) 成 立 。 现 在 可 以 用 下 列 结果 重新 
证 明 (4.29) 成 立 。 

若 疼 全 1， 且 ” 一 路 志 K 一 1 ， 则 
, 一 下 十 2 天 
fln',n, K) i (4.31) 


其 中 和 > 一 K 是 用 下 列 方程 确定 的 常数 
1 _K:1LK+1,K) 


1I—K. flKTIK) 
当 w 或 x” 等 于 0 时 , 《4.30) 不 成 立 , 因为 在 这 种 情况 下 ， 
es 包括 所 有 被 例证 的 8 谓词。 我 们 可 以 从 公理 4.3 得 到 下 列 
结果 来 代替 (4.30)。 
若 # 宇 1,， K 之 ce 之 1, xn 一 nn 之 c 一 1, 且 当 c=1 
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时 rw 一 zx， 则 
jn nc)f0,n+ 1,c) 
= fCO0,n,c)fln ntl,c +t 1). (4.32) 
在 (4 32) 的 假设 条 件 下 ,重复 使 用 (4.32), 我 们 有 
fn 29 一 pnsc fn sn 二 K— ec,KkK), (4.33) 
pn,0) 一 下 1(0 十 jc 十 站 /1(0， 


=0 


对 c<K， RK) nn 二 1 十 jc 十 让。 
若 使 用 记号 
nnyc) = pnsc)/nt+ Kc 1), (4.34) 
则 从 (4.31) 和 《4.32) 得 
若 nW 之 1,1 一 nn 之 c 一 1, 且 当 c= 二 1 时 ww 一 有 x， 则 ) 


fx ns ec) = Lm + /KD 
如 十 天 一 5 十 和 


= nc) 十 1/K)。 (4.35) 
对 nn 之 c， 定义 
h(nsc) 一 (K 一 c)1(C0,nsc)， 
gCnyc) 一 1 一 Anyc) 
一 1 一 (K 一 c)1C0mc)。 (4.36) 
函数 h 和 & 的 直观 意义 是 显然 的 。 一 个 体 ( 不 在 。， 中 出 现 
的 个 体 ) 是 属于 一 新 种 类 ( 即 它 属于 一 个 新 8 类 ) 的 概率 等 于 
从 nn，c)，&《n,c) 是 下 一 个 体 属于 e。 中 已 小 例证 的 种 类 之 
一 的 概率 。 若 了 219”“” ”9 他 大 中 的 非 零 数 是 Wigs ic 则 
Bg(nc) = nc)(n +t cr/K) 
= pn,c)ent ca/K)/n 十 天 一 c 十 1)， (4.37 小 
hln,c) = 1— aln,c)n 十 cu/K)， (4.38) 


fC0mc) ~ er amc) + cA/K)), C4.39) 
车 (4.35) 的 假设 成 立 , 则 有 
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gasc) = (nt cA/K) fn ,nsc)/n + 4A/K), (4.40) 
jx wsc) 一 (十 2/ 天 (1 一 (天 一 ec) 
.(0:msc))/(2 + cA/K). (4.41) 
特别 是 当 w = 二。 时 ， 
glcsc)= ealcscN(l +A/K)= ee* plc,c)/K 
-1l—(K— ce)fl0,c,c) = e+: fll,c,c). (4.42) 
把 (4.35) 和 (4.39) 代 入 《4.32), 就 得 到 a(n,c) 的 差 方程 
aln 二 lct1)(nt+ ca/K— lla(n,c)) 
=o(nt+1,c)ntlt+ceA/kK oil/aln t+ 1,c)), 
(4.43) 
其 中 nn 宇 c，K 之 c 宇 1， 据 (4.43) 和 (4.31), 我 们 有 
1at 414K lan,K—1) 
(zn 十 4 十 1)(n 十 4 十 1 一 4/K)” 
(4.44) 





a(72 十 1 天 一 1) 


若 引 人 下 列 记 号 
pln) 一 (2G2 十 4) 十 1 一 2 人 KK) 十 2 十 1) 
“ (2 十 1 十 1 一 21/K)， 
4(z) 一 (人 (2 十 1 十 1 十 4 十 1 一 2/K)7 
则 对 n 守 K 一 1，al(n 十 1,K 一 1) 可 以 表达 为 一 个 连 分 式 
xz 十 1 大 一 |) 


= p(n) — LO— 一 - 
PT EE (le) > 
p(n—2)— 
“9K—1) 
a(K—1,K—1) 
(4 45) 
(4.45) 把 aln 十 1,K 一 1) 看 作 是 4 和 aCK 一 1, K 一 1) 
的 函数 。 若 对 # 之 K 一 1，al(n,K 一 1) 的 值 已 知 ， 则 对 
n 之 K 一 2,aln,K 一 2) 的 值 由 下 列 方程 作为 a(K 一 2， 


94 。 








不 一 2) 的 函数 来 确定 : 
xz 十 1 天 一 2) 
1l+oalntl,K—1)(n+(K—2)A/K—l/a(n, K—1)) 
n+i+(K—2)K " 





(4.46) 
一 般 地 ,对 所 有 c 一 1,…,K 一 1, wn 之 c, aln,c) 的 值 依 
赖 n,c, 玉 ,14， 且 至 多 依赖 值 Cc,c),alec 十 1,c 十 1),……， 
a(K 一 1, KK 一 1)。 据 (4.35) 和 (4.39) 可 知 ， 当 固定 4 和 
a(c,c) (其 中 c= 1,.…,K 一 1) 的 值 时 ,对 任意 的 x ，# 
和 < 我 们 能 确定 特征 函数 f(w ,n,c)。 因 此 就 能 证 明 下 列 重 
要 定理 : 
由 公理 4.1 一 4.5 确定 的 系统 中 存在 天 个 自由 参数 .我 们 
可 以 用 2 和 f(0,c,c) 来 表示 ,其 中 
c 一 1 和 K 一 1 (4.47) 
根据 (4.47)， 我 们 把 公理 4.1 一 4.5 构成 的 系统 称 为 归纳 
逻辑 (Niiniluoto 把 归纳 逻辑 看 作 是 研究 认 知 概率 的 结构 性 
质 的 逻辑 ,认为 归纳 逻辑 的 基本 任务 是 ,确定 名 个 不 同 的 因素 
如 何 影响 认 知 主体 根据 某 个 证 据 对 假说 真 值 的 合理 相信 度 。 
归纳 逻辑 不 是 实际 工作 的 科学 家 可 以 运用 的 一 种 “方法 ”， 而 
是 提供 给 哲学 家 或 方法 论 家 的 一 种 工具 。 例 如 它 为 科学 哲学 
提供 一 种 形式 工具 ,) 的 KK 维 系统 ， 后 面 我 们 将 用 下 列 记号 
7 一 fcyc)， 其 中 < 一 1,… 炎 一 1 
因此 天 维系 统 除了 2， 还 有 天 一 1 个 gamma 参数 ， 
注意 , 据 (4.42) ,我们 还 可 以 不 用 7.(c 一 1，…… 天 一 1)， 
而 选择 f(1,c,c) (其 中 c 一 1,…,K 一 1) 的 值 作为 参数 . 
不 用 2， 我 们 可 以 据 (4.31) 选择 确定 4 的 f(1, 天 十 1,K) 
作为 参数 。 
利用 函数 4，(4.43) 可 以 变 为 
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ptn 十 1,c 十 i)ECn + cA/K)/ 
(nt+K—et+i)—1/p(n,c)] 
一 pn 十 lc)[(2 十 1 十 cl2/ 天 )/ 
(十 1 十 K 一 c 十 1) 一 Lu 人 十 lc)]。 





(4.48) 
特别 地 
A so 
ha 2 十 1 十 1 一 2/ 民 
( 2(z 十 八 十 1 一 417K _1 ) 
La plnsK—1) 帮 
(4.49) 


现 假设 论 域 U 无 穷 ， 以 便 我 们 可 以 研究 这 个 特征 函数 的 
渐 近 状态 。 当 ?一 co 时 ，(4.49) 可 以 用 下 列 方程 来 近似 
Ai 十 1 一 1)pCz 天 一 1) 
二 200 天 二 站 二 TIT 0, 
这 个 方程 的 解 形 如 
snsK—1)= (ant+1)+6)/(an + 5), 
其 中 4。 和 bb 是 其 个 常数 .因此 当 n 一 co 时 ，p(n,K 一 1)>1. 
据 (4.48) 且 利 用 数学 归纳 法 , 易 证 ,对 所 有 < 一 1，…, 天 一 1， 
k(n,c) 浙 近 地 趋 于 1。 所 (4.34),《(4.37),《4.38) 和 (4.39)， 
当 w 一 co 时 ,我 们 有 
p(n,c) 一 1， 
a(n,c)—0, 
gn,c)—>1, (4.50) 
h(n,c)—>0, 


f(0,n,c) ~—>0. 


据 (4.35) 和 (4.50), 当 wn 一 co 时 ,特征 函数 fn ,n,c) 
的 值 趋 于 相对 频率 w/w 的 极 限 (车 这 个 极限 存在 的 话 ), 即 
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flrsnsc)— n/n 
= [CpCnsc)n + A/K))/nt+K—et+ 1)l 
—n/n—>0 (nn— 0%0). 
这 个 原则 被 称 为 Reichenbach 公理 。 因 此 ,我 们 有 
公理 4.1 一 45 苑 洱 Reichenbach 公理 。 (4.51) 
从 公理 4.1 一 4.3 和 Reichenbach 公理 , 我 们 有 正 例证 相干 原 
则 (除了 退化 情况 ): 
PlQi(as+) ,es \ Qi ast+1)) > PC(O(CosrDyes)。 
因此 从 (4.51) 推出 
正 例 证 骨干 原则 在 天 维系 统 中 成 立 。 (4.52) 
用 特征 函数 ,(4.52) 可 以 如 下 表示 
jn + lntl1,c)> fla ,n,c), 


当 #—c+1l>w>1, (4.53) 
fllsnti,ct+1)> f(0,n,c), (4.54) 
据 (4.54), 我 们 有 
Y= (0,c,c) < fc+1,c + 1), 
对 1<c<K， (4.55) 
fl0O,n,K—1)<i(,n+!,K) 
一 (1 十 1/K)/Cn + 1 + 2), (4.56) 


特别 地 ， 
Tra = (OK—1K—1)<IO,K,K) = 1/K. (4.57) 
前 面 我 们 得 到 的 结果 对 天 维系 统 的 参数 值 作 了 某 些 规 
定 。 首 先 据 (4.31), 我 们 有 


ks (4.58) 
0<iK+1,K) 一 i <1/K. (4.59) 


0 一 f(1, KK 十 1,K) 的 情况 被 公理 4.2 排除 .(4.42) 和 公理 
44 一 4.2 蕴涵 着 7, 二 1/(K 一 c) 和 fl(l,c,c)< 二 1/c。 据 
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(4.55), 7y, < flyc 十 lc 十 1) 二 1/(e 十 1), 而 这 又 蕴 况 
(1 一 (K 一 ce)/(c 十 1))/e 二 fl(1,c,c)， 把 联 立 上 述 结果 ,有 
若 (K 一 1)/2 过 。 二 K, 则 

0<7.<1/(c+1), 
(1+2c— K)/c(e +1)<i1,c,c) < 1/e, 
若 1 志 cc 二 (K 一 1)/2,， 则 
0 一 7 一 1/(K 一 c)， 
0<il,c,c) < ice. (4.60) 
我 们 将 在 后 面 看 到 , (4.60) 没有 给 出 参数 值 7, 的 最 准确 
的 上 界 。 考 虑 归纳 概括 名 的 情况 说 明 ， 选 择 的 参数 不 能 比 
Carnap 选择 的 值 更 大 。 更 确切 地 说 ， 假 设 f(1, K 十 1, K) 
的 值 能 在 Carnap 的 1 系统 中 用 参数 % 来 确定 ， 则 (4.31) 
推出 参数 1 一 。 对 应 于 2 > 0 的 每 一 选择 ， 据 (4.29)， 
Carnap 的 7 为 
4K 


Ym cl,...,K— 1 4.61 
中 < 十 1 C 家 ( ) 


(注意 , 若 一 KE < 1 过 0， 则 7。 不 能 选取 这 样 的 值 . ) 

从 前 面 的 一 些 结果 可 见 ， 对 ww 二 0,f《w ,nn，c) 以 及 
f(0,n,c) 和 gln,c) 可 以 用 参数 7 和 7Y; (其 中 i 一 cc,…， 
KK 一 1) 来 确定 ,因此 它们 不 依赖 7.,-… ,7。-(。 下 面 对 Nii- 
niluoto 的 kK 个 参数 的 作用 给 出 更 详细 的 描述 。 当 1<c < 
天， 所 (4.42),(4.43) 和 (4.39), 有 

fC0,c,c)/f(0,c+1,c) 
一 Te(K 一 ec) 一 (ec 十 clK 二 DaGc 十 lc)) 
一 7-(K 一 c)/[eGc 十 lc 十 1)(1/u(Gcyc) 一 cc 一 c1/K)] 
= (c+ (1— (Ko er) — (K—e— rn)). 
因此 ， 





外 
0sc 十 lc) 一 一 一 全 一 < 一 
f(0,c 十 15c) A Ey 
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SEE (4.62) 





6 十 1 

对 。 一 KK 一 1, 我们 有 
i Ke E 
0KK DR I (4.63) 


间 理 可 证 ,对 1 二。 二 KK 且 ji 宇 0， 我 们 得 
1(05c 十 j 证 1,0) 

_ 《c 十 1 十 cl/K)(I 一 (天 一 < 一 1)f0c 十) 十 lyc 十 1)) 
(c 十) 十 1 十 (ec 十 1)1/K)CI — (K—c)f(0, c+i,c)) 

。 帮 0,c 十 jc)。 (4.64) 
据 (4.62) 和 (4.63), 且 利用 归纳 法 , 我 们 有 

令 1<c 二 K, 则 对 ww 宇 0, fw,c 十 1,c) 是 7。 和 
Yih 的 函数 ， 但 独立 于 其 他 参数 .对 1< 7 也 K 一 :一 1 且 
# 之 0， fln' ce 十 ic) 是 4 和 7Y。，,… Yori 的 函数 。(4.65) 

(4.65) 精确 地 说 明 , 在 什么 条 件 下 ,每 一 参数 对 单 称 归纳 
推理 是 相关 的 。 

从 (4.62) 和 (4.64) 我 们 可 以 看 到 7 参数 的 影响 。 据 
《4.62)，f(0,c 十 1,c) 随 7 的 递增 而 递增 , 但 随 7。+1 的 递 
增 而 递减 。 据 《4.64) 和 数学 归纳 法 ， 能 更 一 般 地 证 明 ， 对 
nn 之 c，f(0,n,c) 随 六 递增 而 递增 ， 但 随 f(0,n,c) 所 依 
赖 的 所 有 其 他 参数 的 递增 而 递减 。 

对 # 之 c，f(0,n,c) 随 的 递增 而 递增 但 随 其 他 有 关 
参数 的 递增 而 递减 ,因此 对 x > 0， 帮 we) 和 8&C2oc) 随 
7。 的 递增 而 递减 , 但 随 其 他 有 关 参 数 的 递增 而 递增 。〈4.667 
(4.66) 说 明 : 选择 的 7。 越 小 ,概率 &C*,c) 越 大 ， 即 期 望 下 
一 个 体 属于 已 被 证 据 例 证 的 ¢ 个 8 类 之 一 的 可 能 性 也 越 大 ， 

从 $1 已 知 , 语言 乡 的 构 元 是 在 纪 的 概括 句 中 最 强 的 
概括 名 ,对 每 一 8 类 9;( 其 中 i 一 1,*……，K), 这 些 构 元 规定 
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2 是 否 在 论 域 局 中 被 例证 。 这 也 说 明了 zw 个 0 0 
在 U 中 被 例证 的 构 元 C。 有 下 列 形式 


A AY (V od), sn 
Cin j= 


这 里 的 w 称 为 C, 的 宽度 。 据 [11], 中 每 一 概括 句 都 可 以 
用 有 穷 个 构 元 的 析 取 范式 来 表达 ， 因 为 缘 的 构 元 互 不 相 容 ， 
所 以 红 中 任意 概括 句 的 先 验 (或 后 验 ) 概率 都 等 于 这 个 析 取 
范式 中 的 构 元 的 先 验 ( 或 后 验 ) 概 率 之 和 。 因 此 归纳 概括 推理 
问题 就 归结 为 确定 构 元 的 先 验 和 后 验 概 率 的 问题 , 
下 列 原则 可 以 看 作 是 归纳 概括 句 理论 的 恰当 性 的 基本 条 
件 . 
若 es 与 C。 相 容 且 *“ 男 定 , 则 
P(Cs,c5) 一 1, 若 w= 二 Cc 且 n 一 00， 
P(C。e5) 一 0， 若 ww>ec 且 n 一 00， (4.68) 
这 里 的 “es” 描述 了 具有 个 个 体 且 形 成 “ 个 个 体 类 的 样本 . 
下 面 我 们 在 天 维系 统 中 确定 构 元 的 概率 。 首 先 注意 到 
P(es) 一 帮 0,0,0)10,11) .fc 一 lc 一 1) 


a 克 Ti Te (4.69) 


更 一 般 地 , 若 在 n;( 其 中 i 一 1,.…,K) 中 非 零 数 为 n.,……， 
ne， 且 令 No 一 0, 对 j 一 1,…,c, 令 Ni 一 四 十 十， 
则 
Ples) = fC0,0,0)f(01,1,1). fm O— 1,n Oo— 1,1) 
“fOO0 m1)fFC 十 1 2) 和 一 1 十 到 一 1)2) 
0 十 十 mc 一 1) 
FL 十 二 和 10c) 一 1 一 ce) 
= Hind H 这 Kow+4iD， C470) 


*，100， 





似 然 朗 P(es,C。) 由 下 列 概率 来 确定 


P(Qi(ant+1),es NMC,). (4.71) 
在 Hintikka 的 a-4 系统 中 ,(4.71) 由 下 列 公式 来 定义 
nit 2w)/w) /nt 41w)), (4.72) 


其 中 MXw) 的 值 可 以 依赖 ww 但 不 依赖 c。 换 名 话说 ,相对 化 
特征 水 数 《4.71) 的 值 与 w 个 8 类 的 论 域 的 Carnap 特征 函数 
的 值 相对 应 。 
通过 对 上 述 有 关 论 证 相对 化 ,可 以 看 到 ,对 w 一 1,……， 
KK，, 存在 函数 jx ,n,c)《 其 中 。 < w), 使 得 (4.71) 表达 
为 # ,nn 和 < 的 函数 , 但 独立 于 数 nn; 其 中 j 去 门 , 而 且 函 
数 f。 完 爹 由 数 f(1,w 十 1,w) 和 下 列 ww 一 1 个 数 确定 ， 
2 一 1 人 (0icoc)， 对 cc 一 1 一 1 (4.73) 
因此 ,从 Bayes 定理 和 (4.69), 我 们 有 
P(Cr) 一 P(ef)P(CKk seK)/ Plek,Cxr) 
— POCA/ Pk, Cr) 


(+ i eV 人 88 8 (4.74) 


若 对 所 有 i 关 c， 令 7; 一 5， 则 从 公理 4.1 推出 


7 对 c=1,.…,K—1, (4.75) 
因此 
P(Cx) 一 1<>7, 一 0, 对 所 有 c< 一 1 天 一 1 
(4.76) 


因为 Carnap 的 4 系统 是 K 维 系统 的 一 个 特例 ,所 以 当 7。 等 
于 它 的 Carnap 值 时 ，P(Cx) 一 1. 因此 5 必须 等 于 这 些 
Carnap 值 。 所 以 据 (4.61)， 
Ko AlK J Me 
6 人 ， 对 < 一 1 天 一 1 (4.77) 
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内 此 ， 
PCCr) 一 (7 7Yxr-DAC58 32 
一 (1 十 1)(2 十 2) …(K 一 1 
+ TTr /CU 天) (4.78) 
这 里 的 (4.75) 和 (4.77) 与 前 面 的 (4.60) 相 比 ， 给 出 了 关于 
tt 即 给 定 2 之 0， 对 = 一 1，……， 天 一 
， 参 数 7。 的 可 容许 范围 是 
0<7, < /Ke 十 1)。 (4.79) 

(4.75) 一 (4.79) 刻 划 了 Niiniluoto 的 天 维系 统 和 Carnap 
的 2 系统 之 间 的 关系 。 Carnap 的 2 系统 是 天 维系 统 当 
PCCKk) 一 1 的 特例 、 换 句 话说 ，P(Cx) 一 1 在 天 维系 统 成 
立 当 且 仅 当 所 有 的 参数 Y。 (其 中 “一 1，…… 天 一 1) 有 它 
们 的 Carnap 值 。 在 所 有 其 他 的 情况 下 ， 至 少 有 一 个 全 称 事 
实 概括 名 有 非 零 的 先 验 概率 。 

为 了 概括 上 述 论证 ， 我 们 假设 论 域 U 的 K 一 w 个 0 类 是 
空 的 ， 来 令 P。 是 相对 化 P 得 到 的 概率 测度 。 假设 C。 和 
必 与 关于 U 的 这 个 假设 相 容 , 则 

Ps(C,) = Pulew)P,(C,,es)/Pales, C,) 

一 Po(Cez)/Po(e2s Ce)。 
如 上 所 述 , 存在 唯一 的 选择 P。(0i(acn), e?) 的 方法 ， 使 得 
Pu(Co) 一 1，P.(Oi(ocrDye5) 一 62。 又 因为 Carnap 选择 
P,(QiCas+1),e!) 来 保证 P.(C。) 一 1， 所 以 存在 数 4(w) 
(w 玫 1,.……,K) 使 得 
6 = fC0,c5c) = (1)/w)/(e + Aw)), (4.80) 

而 且 24C(w》 必须 满足 方程 

X10) 一 pe (4.81) 


fl,w 1,w) 
其 中 foll ew gd P(Q; (gwti)sewrN\ Ce )， 只 要 mm 一 
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1， 当 4CK) 一 2 时 , (4.40) 给 出 
felsw it1w) = 1+/K)/w +1+wi/K),. (4.82) 
把 (4.82) 代 人 (4.81), 我 们 有 

i(w) = wi/K, (4.83) 
即 相对 每 ~ +，24(w)/w 是 独立 于 w 的 常数 项 。 据 (4.80)， 
我 们 有 


87 = (1/K)/e + walK), (4.84) 
因此 6 和 55 的 关系 是 

we th gr 

9 2 FR 6¢, (4.85) 


这 些 结果 说 明 , 在 KK 维系 统 中 构 元 的 似 然 度 P(es,C。) 确定 
为 xz， 和 1 的 函数 ， 但 这 些 似 然 度 独 立 于 7Y 参 
数 。 在 这 个 系统 的 天 个 参数 中 ,只 有 ,1 与 这 些 似 然 度 相关 .为 
了 得 到 关于 似 然 度 的 公式 , 首先 据 相 对 C。 的 《4.31), 有 
全 好 十 ww) 人 wo n+tA/K 
nt 4Cw) n+ iw/Kk 
据 (4.84) 和 数学 归纳 法 ， 再 用 (4.64) 的 相对 化 形式， 我们 
有 ,对 所 有 ”过 
fuC0,n,c) = C/K)/ Cn + wi/K), (4.86) 
据 《4.41) 的 钥 对 化 形式 ,我 们 有 
了 MK (1 (wok ) 
n+t+cilKk n+wi/K 
而 这 蕴涵 : 对 所 有 ww 之 0， 
fn nec) = Cn tA/K)/(n t+ wi/K). (4.87) 
因此 似 然 度 就 可 以 从 下 列 公 式 中 得 到 : 
pleisc ) = J HG+uR) /I +r) 


tm j=0 








fon sn, c) eS. 


一 [rwrr) Fn 十 ux)|/ 


f= 
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[TC2/K): :Tn + wa/K)], (4.88) 
其 中 TIT 是 gamma 函数 。 

(4.88) 说 明 , 在 KK 维系 统 中 确定 似 然 度 就 像 在 Hintikka 
的 a-2 系统 (24(w)/w 是 一 常数 ) 那 样 ，a-4 系统 中 的 这 些 元 
素 只 能 是 KK 维系 统 中 的 元 素 。 例 如 , 令 1(w)/w 一 1 而 得 到 
的 Hintikka 的 “概括 的 联合 系统 "属于 K 维 系统 。 更 一 般 
地 ,我 们 有 如 下 推论 : 

KK 维系 统 和 c-12 系统 的 交 正 好 包含 a-4 系统 中 满足 
2Cw) 一 aw (其 中 > 0 是 一 常数 ) 的 那些 元 素 ，(4.89) 
因此 我 们 可 以 说 Niiniluoto 的 天 维系 统 本 质 上 是 Hintikka 
的 “联合 系统 ”的 概括 ， 而 后 者 是 Carnap 的 确证 水 数 c* 的 
概括 。 

下 面 我 们 来 研究 关于 构 元 的 先 验 溉 率 和 后 验 概率 的 某 些 
结果 。 从 全 概 定理 知 





0 人] 
i=0 1 
特别 是 
Plek-!) = P(Ck_DPCeg-bCr-D) 
十 P(Ck)P(Ce&-ibCx)， 
P(Crisek-!l) 一 PCCk_DPCes-iCk-D/APCeE-i 
= (Plek-l)—P(Cr)P(ek), Crk))/ Pek-!) 
1 


一 1 一 Tv27ki， 二 人 
» OF. oOK_ /BK.- .7 a 
1 -2/91 -+" KI 
Ti (4.90) 


因此 
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PC(Ck-ek-i) nh Yr/6K 
-1— K 2 * Tk-ie (4.91) 
损 Bayes 定理 ,我 们 就 能 得 到 Cx_! 的 先 验 概率 
PC(Ck_) = =D SS 人 一 2 (0492) 


OF OK} BK 
对 w 一 一 1, 一 2,.…,2， 我 们 可 以 用 类 似 的 方法 ， 从 
(4.90) 相继 得 到 PC(C。,e”) 和 ?(C,). 
下 面 的 结果 说 明了 在 归纳 概括 推理 中 Y 参 数 的 作用 。 对 
w= Kk, 
对 i 一 ww,-… ,KK 一 1, 若 7; 一 6*,P(C,) 一 0, (4.93) 
当 7。 递增 时 , P(C。) 递减 ， (4.94) 
PlC,,es) >1 (7, —0). (4.95) 
因此 参数 7Y。 可 以 看 作 是 断定 宽度 为 w 的 构 元 C。 为 真 的 说 
慎 度 的 指标 ， 在 这 个 方面 ， 这 些 7 参数 的 特征 与 Hintikka 
的 a-4 系统 中 的 参数 a 的 特征 类 似 。 但 Hintikka 的 a 是 
关于 Cs。,w 二 KKK， 为 真 的 全 部 谨慎 度 的 指标 ,而 在 K 维 系统 
中 ,对 每 一 宽度 w <K， 存 在 一 个 分 开 的 谨慎 度 指标 。 因 此 
对 于 后 者 ,选择 构 元 的 先 验 概率 就 自由 得 多 (注意 : 在 a-4 系 
统 和 KK 维系 统 中 ,参数 7 以 相同 的 方式 刻 划 单 称 归纳 推理 ).。 
原则 上 ,对 < 过 风 和 ”过 c， 形 如 P(C。,es) 的 后 验 概 
率 能 从 《4.90) 得 到 。 例 如 ,下 列 结果 是 对 《4.91) 的 概括 : 对 
c=l,..…,K—1, 
P(Cxk_1ses) 一 1 一 TYxg_i165 6K, (4.96) 
在 无 穷 论 域 U 中 ，P(C。,e*) 可 以 用 & 表示: 





了 (Cex ) 一 I &(7 i,w), (4.97) 


当 风 一 多 一 1 且 1 是 天 的 倍数 时 ,从 (4.97) 
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kx 一 2 十 2 。 二 
PlCx-1s er 0) 一 1 jC0,n, K—1). (4.98) 


( 当 # 一 kK 一 1 时 参考 C491))。 因此 在 基数 m 二 n> 4/k 
的 有 穷 论 域 U 中 ,我 们 有 
PCce ef) = TE abn ti,K—1) 


~ g(n,K—1)— (1— g(n,K— 1)) 
“Ent(k— DAK)(m— (nt+1); 


(n+ 1— 1/K)! 





可 以 证 明 , 当 wco 时 ,(4.98) 趋 于 1。 更 一 般 地 , 据 数 学 
归纳 法 ， 

若 选 择 参 数 ye (其 中 ge te K—1) 比 它 的 
Carnap 值 5 更 小 , 则 当 允 臣 定 县” 一 co 时 ， 

P(C,, et)—1. (4.100) 

这 说 明 当 选择 参数 小 于 Carnap 值 , 基本 人 恰当 条 件 (4.68) 在 
下 维 系统 中 成 立 ， 对 (4.68 ) 唯 一 的 例外 是 Carnap 的 条 件 ,在 
其 他 所 有 的 条 件 下 ,全 称 事实 概括 句 有 非 宕 的 先 验 概率 ,并 且 
具有 逐渐 趋 于 1 的 后 验 概率 、 
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第 五 章 ”条件 句 概率 逻辑 


本 世纪 60 年 代 ，E. WAdamsea 提出 了 条 件 句 概率 逻 
辑 。 主要 思想 是 用 概率 来 研究 条 件 句 踪 辑 ， 即 用 推理 的 “ 合 
理性 ”(reasonableness) 标准 来 代替 用 真 值 条 件 陈 述 的 推理 
的 “有 效 性 ”标准 ， 用 “高 概率 ”来 代替 经 典 逻辑 的 有效 性 " 定 
义 中 “ 真 ” 的 概念 。 所 谓 “ 合 理性 "标准 就 是 要 求 一 合理 推理 的 
前 提 的 高 概率 必须 确保 结论 也 有 高 概率 。Adams 的 条 件 句 修 
辑 在 某 些 方面 是 Carnap 归纳 过 辑 的 精致 化 。 我 们 认为 他 的 
贡献 在 于 在 发 展 Carnap 思想 的 同时 ， 建 立 了 概率 逻辑 的 形 
式 语 法 系统 ， 并 且 证 明了 概率 后 承 集 和 合理 后 承 集 重 合 的 完 
全 性 定理 ,第 一 次 使 概率 逻辑 具有 完备 的 形式 。 


$1 基本 概念 


定义 5.1 (1) 一 公式 是 任 一 表达 式 使 得 满足 下 列 条 件 
之 一 
(i) 原子 公式 : “T”,“」”(《 分 别 表示 逻辑 真名 逻辑 假 》 
和 所 有 带 下 标 或 不 带 下 标的 原子 名 :p,q,7 ,Pisgis ri 

《ii) 真 值 函 数 公 式 : 所 有 的 原子 句 和 用 通常 意义 的 真 
值 联结 词 “ 和 人 "“V?”,“ ]" 构 造 的 表达 式 . 

(iii》 条 件 名 公式 :; 所 有 形 如 9 一 由 的 公式 ,其 中 中 和 由 
是 真 值 水 数 公式 。 

(2) 令 a 是 包括 “<T” 和 “1" 的 原子 公式 集 , 4 的 语言 
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2(o) 一 <cUS (ce)US (0), 
其 中 约 *(a) 是 由 ca 的 原子 公式 用 “入 "”“V”“ 下 ”布尔 组 
合 构造 起 来 的 真 值 函 数 公 式 集 ， 色 (cec) 是 由 绕 *(a)Ue 的 
元 素 通 过 “一 "作为 主 联结 词 构造 起 来 的 条 件 名 公式 集 。 语 言 
纪 是 一 公式 集 ， 由 某 个 以 上 述 方法 生成 的 。 称 一 语言 红 
有 穷 , 若 生成 纪 的 原子 公式 集 有 穷 。 

为 了 方便 ， 我 们 说 一 公式 或 一 公式 集 5 重 言 理疗 公式 4 
〈 即 对 所 有 真 值 赋值 f, 若 对 所 有 BeES,f(8) 为 真 , 则 1(4) 
为 真 ， 记 作 SF4)， 甚 至 8$ 和 4 可 以 包括 条 件 句 公式。 在 
运用 重 言 式 和 重 言 蕴 池 的 概念 于 条 件 句 公式 时 ， 我 们 把 它 
看 作 是 对 应 的 实质 北 涵 句 。 例如 说 p 一 Ew 就 是 说 
Tip Vw 重 言 蕴 涵 少 

定义 5.2 令 A€E ,mn hE Yr* 

(1) 若 4~=y， 则 ~A 一 Nv; 若 4 一 np 一 少 则 
~A~p> 9. 

(2) 若 4 一 上 则 Ant(4) 一 T(Ant (4A) 表示 4 的 
前 件 )，Cons(4) 一 小 且 Cond(4) 一 T 一 沙 若 4=p 一 
小 ， 则 Ant(4) 一 p,Cons(A) 一 小 且 Cond(4) 一 一 山 

下 列 概念 只 限于 有 穷 语言 。 我 们 称 SDS 是 红 的 状态 
描述 集 , 若 乡 有 穷 且 SD 红 具有 下 列 性 质 : (i) SD EGA"* 


(4SG8 表示 4 是 B 的 有 穷 子 集 , 下 同 ), 且 SDS 重 言 一 到 


( 即 SDS 的 所 有 元 的 析 取 重 言 等 价 T)，、 (ii) SDS 的 任 
意 两 不 同 元 素 ag，8 《表示 两 不 同 的 状态 描述 ) 是 重 言 不 一 致 
的 ( 即 入 8 重 言 等 价 上 ,这 里 的 本 和 二 分 别 表示 重 言 式 和 重 
言 式 的 否定 )， 用 * 的 不 重 言 等 价 上 的 每 一 真 值 秀 数 公式 重 
言 等 价 由 SDS 的 若干 元 素 构成 的 (唯一 的 ) 析 取 。 有 穷 语 
言 的 SD 允 以 类 似 Carnap 的 方法 构造 ， 若 乡 一 {pi,……， 
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户 }, 则 SDsx 一 [A pi :是 或 -1 对 有 穷 语言 的 状 
态 丫 述 集 的 赋值 由 下 列 定义 规定 : 

定义 5.3 令 a€ SSD， SE ,AE ,Ant(A) = 0, 
Cons(A) = J, 

(1) SD(A) = {a€t SDY .oF }, SD(A)={a€ SDY: 
aF9A yg}. 

(2) SD(S) = () SpCR), SD(S) 一 UU SD(B). 

IEs BES 


(3) 8 是 零 物 (null) <>SD(S) = 3SD(S). 

注意 ，SD(4) 类 似 于 Carnap 的 RA(4)， SD(4)= 
faeSDS:o 比 4 因为 ak SD(4)< 和 i 导 oA)<> 
oa 化 4。 此 外 ， 总 有 SPD(C4)SESD(4),SD(4) 一 SDC(4A)U 
SD(~A),{a€ SDY :oF-pNb} = 5D(A) — SD(A), 

定义 5.4 令 绽 是 一 语言 , 红 的 概率 函数 已 是 以 红 为 
定义 域 的 实 值 函数 使 得 对 所 有 ;pe 经 *， 则 

(1) 0O<P(9)<1H PC(T) 一 1. 

(2) 若 pFb， 则 PCF) 过 PC). 

(3) 若 pFmo， 则 PCPVY) 一 P() 十 PCV)， 
wt 若 PC(p) 关 0， 

否则 . 

注意 ,至 少 对 人 必须 是 真 值 绰 数 公 式 , 而 不 是 条 
件 句 ， 例 如 , 令 p 一 pi 一 一 上 , 则 pb 一 上 ,但 
P(p) 专 P( Tip 一 | 上)， 只 要 取 一 概率 函数 P 使 得 P(p) 一 


> 则 PCp) < PC Tp 一 上) 不 成 立 . 


定理 5.1 
(1) PC 9) 一 1 一 PCp)。 


(4) PCP 4) 一 
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(2) P(p) 一 P(PAd) 十 P(p 人 oo)， 

(3) P(g> 1%)=1—P(p—>4), 若 P(9) 0. 

(4) PC(Fy VJ) = P(g)+P(Y)— PlpAY). 

(5) Pl(y V4)—=0<>P(9)=0 EP(Y)=0. 

(6) Ply V4)= Pp)+ PyA op). 

(7) Ply Vr—>7)> PlpVy > yb)* POG VT—7). 

(8) 若 PCYV? 一 门 >0 且 PGbV7r 一 *) > 0， 则 
Piln VGVr 7)> 0。 

(9) 车 PCPV 一 四 >0 或 P(g Vr 一 7)>>0, 则 
rl(pg VoVr> ybVr)> 0, 

证 明 留 给 读者 做 练习 。 

定义 5.5 纹 的 齐 一 概率 函数 序列 是 纪 的 无 穷 的 概 率 
函数 序列 P,P,,*… 使 得 对 折 有 4€ 红 ,limP。(4) 存在 。 

定义 5.6 令 红 是 语言 SEE 经 ,46 到， 我 们 有 

(1) 4 是 3 的 合理 后 承 ( 记 为 SI-4)<> 对 所 有 s > 0， 
存在 6 > 0， 使 得 对 的 所 有 概率 函数 P， 若 对 所 有 B € 
$5,P(B)>1—5, 则 PC4) >1 一 se。 

(2) 4 是 3 的 严格 后 承 ( 记 为 SF 4)<> 对 纪 的 所 有 
概率 函数 , 苦 对 所 有 Bc3S,P(B) 一 1， 则 PC4) 一 1。 

注意 , (1) 是 Adams 系统 的 主要 语义 概念 , (2) 是 它 的 
极限 情况 。 

定理 5.2 令 双 是 一 语言 ， SE 人 , 46 ， 则 有 

(1) SF-4<e>SF4 ( 即 4 是 8 的 重 言 后 承 )， 

(2) 若 SH4， 则 SF4。 

(3) 若 5， SEY, 则 

(CD 若 463， 则 SI 4。 
(ii) 若 对 所 有 Be 5S， SF-B, 且 Si- 4, 则 SA4。 
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(iii) 如 果 $S 和 4 分 别 是 从 S 和 4 用 真 全 水 数 公 式 P 
处 处 代 换 原子 公式 a( 不 是 T 和 上 ) 得 到 的 , 那么 ， 若 SIF4， 
则 SIH4 

证 明 : (1) 若 5 汰 4， 则 对 红 的 所 有 公式 ,存在 一 真 值 
赋值 1 (其 中 对 条 件 句 公 式 赋 真 值 时 把 它们 看 作 是 对 应 的 实 
质 蕴 涵 句 ) 使 得 对 所 有 Be §,f(B) 为 真 但 f(A) 为 假 。 现 
定义 双 上 一 贡 数 P 使 得 对 所 有 C& 纪 ， 

1, 若 f(C) 为 真 ， 
Cle 

易 证 也 满足 定义 5.4, 因此 构成 双 上 一 概率 水 数 。 根 据 P 的 
构造 ,对 所 有 BE 5,P(B) 一 1 但 P(A) ~ 0, 因 此 5 不 .4 

若 SFF4， 则 据 古 典 命题 演算 的 完全 性 定理 ， 存 在 3 的 
有 穷 子 集 8 一 {8.,…,B,} 使 得 SF4。 令 B',…, 8B,， 
A 分 别 是 和 B,,，*.，B,，4A 相对 应 的 实质 蕴 袖 急 ， 内 此 
B' 人 … 八 Bs。 一 4 是 重 言 式 , 且 对 任意 概率 函数 ， 它 的 概 
率 为 !。 从 而 对 于 任意 概率 耳 数 P (使 得 对 i = 1，……，nm) 
P(Bi;) 一 1), 赋值 P(A4) 一 1。 但 从 概率 通 数 的 定义 , 若 C 
是 任 一 公式 ，C ”是 它 对 应 的 实质 列 当 句 ( 知 Ce 红 *， 则 
CC 一 C),， 则 PC(C) 一 1<> P(C') 一 1。 证明 如 下 : 

令 C 一 一 小 C 一 pw(“” 是 实质 蕴涵 号 )、 先 
证 “<<”。 设 P(p) 关 0， 否 则 显然 。 若 P(C) 一 1, 则 1= 
POIPVY)= 1— Plg)+ PY)— P( Au)， 因 此 
P(Y) 一 PCp) 十 PCTpAw), 则 扣 定 理 5.1,，P(wN 人 q) 十 
PCSN Ip) = PCP)+P PNG) PlpN4) 一 PCp)， 
因此 P(pA%)/P(9) 一 PC(9 > J)=1." > ", 若 P(p)=0, 
则 P(n9) 一 1， 因 为 ”19pFoDPy， 所 以 PC 了 二 4%) 一 
P(C') 一 1 若 P(p) 关 0， 则 1 一 PCC) 一 PCPAY)/ 
Plq), 所 以 P(p 和 Ab) 一 P(p)，P(e 了 2 四 ) 一 PC PV Y= 
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1 一 P(p) 十 P() 一 P( ep 和 AU) 一 1 一 PC 和风 ) 十 PC ) 一 
PC( PAS)—1. 

因此 若 对 i 一 1,……,n,P(B;) 一 1, 则 P(A4) 一 1, 亦 
即 SA4， 从 而 SF4， 这 个 定理 实际 上 说 明 只 取 0, 1 为 值 
的 了 函数 与 真 值 函 数 等 价 . 

(2) 若 5 类 4, 则 据 (1), 存 在 对 弓 的 真 值 赋值 ,在 该 赋 
值 下 , $ 的 所 有 公式 为 真 但 4 为 假 。 令 (1) 的 证 明 中 的 概率 
函数 忆 使 得 对 所 有 BeS，P(B) 一 1 但 P(A4)==0, 因此 
S 导 4。 注 意 (2) 的 逆 不 成 立 ， 例 如 “1p 习 | 是 ?的 重 言 后 
承 , 但 不 是 合理 后 承 ,我 们 证 明 如 下 : 

取 某 个 e > 0， 对 任意 5 二 0, 设 P(p) > 1 一 6， 即 
P( 11p) <5， 则 据 定义 5.4(4)， 


己 Pp ， 若 P 0， 
PT 一 人 7/ 《1p), 若 PC mp) 关 


否则 . 

因为 上 是 二 p 和 人 荆 的 重 言 后 承 , 所 以 据 定 义 5.4(2),P( Tp 信 
上 ) 和 PC(+), 而 据 定义 5.4(1) 和 定理 5.1,P(L) 一 0, 因 此 
P( Tip 人 人 1) 一 0, 所 以 当 PC( 1p) 关 0, 即 P(p) 关 1 时 ， 
P( bp 一 上 ) 一 0 六 1 一 8， 所 以 不 满足 定义 5.6 (1), 内 此 
PH Tip 一 LL。 《2) 的 逆 不 成 立 说 明 合理 后 承 概念 的 确 是 重 
言 后 承 概 念 的 一 种 真 扩张 。 

(3) (i) 显然 , 若 4ES， 则 据 定 义 5.6(1), 只 要 取 6 一 
s， 就 有 SIh4。 注意 (i) 的 逆 不 成 立 , 令 3 一 {TpAp)}， 
显然 有 Si-p, 但 中 天 3。 

(ii) 令 5， SEY, 假设 对 所 有 Be 5,SIH-B(S 是 5 的 
合理 后 承 集 ), 且 SIF- 4， 则 对 任意 s 0， 存 在 5 0 使 得 
若 对 所 有 Be S,P(B) > 1 一 5; 则 P(4)>1 一 《这 里 的 
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P 是 纪 的 任意 概率 函数 ). 因 为 对 所 有 Be ,3 外， 所 以 对 
所 有 8， 存 在 ja 使 得 若 对 所 有 C'€ 5,P(C) > 1 工 一 6s, 则 
P(B) > 1 一 65。 又 因为 8$ 有 穷 , 所 以 对 所 有 BE §， 存 在 极 
小 56s 0。 令 5 是 这 个 极 小 值 。 显然 , 若 对 所 有 Ce 9， 
P(C)>> 1 一 5， 则 对 所 有 BE3S，P(B)>1 一 5， 因 此 
P(A) > 1 一 s， 从 而 SACCii) 说 明 合理 后 承 的 性 质 是 可 
传递 的 )。 

《iii》 这 个 定理 可 直接 从 下 列 事实 得 到 : 对 纪 的 任 一 
概率 隐 数 P'"， 有 可 能 构造 红 的 另 一 概率 函数 P 使 得 对 所 
有 8B,Be 红 ,P(B) 一 P(BD)， 其 中 已 是 从 了 用 ?处 处 代 
换 a 得 到 的 公式 .了 的 这 种 构造 是 基本 的 : 任 取 概 率 函 数 P'， 


直接 构造 函数 P， 
P(B ) 一 PC3)， 


易 证 忆 也 是 槛 率 函 数 。 假 定 P 已 构造 完毕 ,就 可 直接 推出 : 若 
SIH4， 则 SI 中 4。 因 为 若 存在 某 个 。 > 0， 对 所 有 5 > 0， 
存在 一 概率 函数 P'， 使 得 对 所 有 Be<S，P(B') > 1 一 
但 P(4D) 和 1 一 s， 风 对 所 有 Be8，P(B)> 1 一? 但 
P(A) 达 1 一 e， 因 此 SIHHAC(iii) 说 明 合 理 后 承 关系 对 代 换 
保持 )。 

定理 5.2(3) 说 明 合 理 后 承 关 系 (至 少 用 于 有 穷 前 提 集 
时 ) 至 少 有 共有 演绎 关系 的 某 些 极 小 性 质 . 例 如 合理 后 承 的 合理 
司 承 自身 也 是 合理 后 承 , 但 合理 后 承 关系 不 是 演绎 关系 , 若 这 
个 关系 的 前 域 包括 无 穷 公式 集 。 这 可 以 从 它 不 满足 下 列 紧 致 
性 条 件 看 出 : 存在 无 穷 公式 集 S 和 公式 4 使 得 SI-4, 但 对 任 
意 3S》， SH4。 我 们 下 面 证 明之 . 令 3 一 {8i6 纪 :1 一 
1，2，……}， 其 中 有 一 “ojVYod 一 or 人 了 oi*， 其 中 这 样 
的 ai 是 逻辑 不 相 容 的 原子 公式 , 令 4 一 “a 一 上”， 从 概 
率 公理 易 得 ， 对 所 有 i 一 1,2,"…, 若 PCBi)>> 2/3， 则 


。113。 





Pl) < 十 Pew)， 证 明 如 下 : 

设 P(B) > 2/3， 即 PlaiVain 一 axt 人 co) > 213， 
车 Pai Vain) 一 0， 据 定理 5.1，P(ci) 一 0， 得 证 。 着 

Plai Vain) A 0, 

邓 

PlCai Vair)N CainN Tai)) > 213(PCe Vaiti)), 
因此 

Plainh lai) > 2/3(P(a;) 十 PCosD 一 0)， 

因为 a; 和 ci+t 逻辑 不 相 容 ， 而 据 定义 Plain) 之 Plaitih 
1ei)， 所 以 3P(Co+ > 2P(o) 十 2P《ain)、 因而 


3 Plan) > Pei), 
因为 41，01，,"…… 逻辑 不 相 容 ,所 以 
P(V o)- > Pla;). 


又 因为 2P《ai) < P《aitt), 所 以 


P(V a)> P(e) +2P(o) 十 2.2P(a) 


十 … 二 27P(o) 一 (2 一 1)PCa)， 
若 PCoop) 关 0， 则 存在 j,k(i 三, j, hEN) 使 得 P01) 守 
1/A， 内 此 总 能 取 一 有 穷 的 > 使 得 
P(V oj> 


1 


而 这 与 概率 函数 的 定义 矛盾 。 因此 P(a) 一 0， 从 而 .P(a 
一 上 ) 一 1， 亦 即 SI 4， 这 是 因为 从 5 的 所 有 公式 至 少 有 
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概率 2/3 能 确保 4 有 任意 高 的 概率 。 但 另 一 方面 ， 同 样 也 可 
以 证 明 ， 对 任意 SS 宁 8 和 赋值 PCa,) > 0， 据 定义 56(1)， 
P(a 一 上 ) 一 0 是 和 赋值 5 的 所 有 公式 任意 高 的 概率 是 一 
致 的 ， 因 此 3 外 4。 

此 外 我 们 还 可 以 据 定 义 5.6 证 明 下 列 规则 对 合理 后 承 推 
理 不 成 立 : 对 SCE,p,pE Se#x), 若 :1 人 水 则 8p 一 消 
《这 是 因为 , 令 ye 5， 则 SIH， 亦 即 S， 了 bu， 但 SI 
?由 一 由 。 这 说 明 类 似 古典 命题 演算 的 演绎 定理 对 合理 后 
承 概念 不 成 立 。 

下 面 我 们 首先 研究 限于 有 穷 前 提 集 的 合理 后 承 关系 .我 
们 将 证 明 这 样 的 合理 后 承 关系 等 价 于 一 些 有 直观 意义 的 条 
件 , 并 且 将 给 出 自然 演 经 系统 的 一 推理 规则 集 , 使 得 从 有 穷 前 
提 集 5 推出 结论 4 当 且 仅 当 4 能 从 5 根据 这 些 规则 是 可 演绎 
的 。 Adams 是 在 “概率 后 承 ” 的 关系 下 给 出 这 些 推理 规则 集 
的 .可 以 证 明 4 是 5 的 概率 后 承 的 充分 条 件 是 , 4 是 5 的 合理 
后 承 。 至 于 必要 条 件 , 即 完全 性 证 明 ,我 们 将 在 以 后 研究 。 


$2 概率 后 承 


Adams 用 定义 的 形式 给 出 从 公式 集 8 推 注 “ 概 率 后 承 ” 
的 自然 演绎 系统 的 一 个 推理 规则 集 。 

定义 5.7 令 SC 经 ,5 的 概率 后 承 集 是 包含 S 作 为 子 
集 的 最 小 集合 8 且 对 所 有 mp,y 96 红 *， 下 列 条 件 满足 : 

(1) 若 P 重 言 等 值 p 和 日 p 一 9€5, 则 4 一 9€ 5 

(2) 若 pe5S， 则 TT 一 peE5; 若 T 一 peE5， 则 
PpES', 

(3) 若 pFEy, 则 p 一 Es5。 

(4) 若 pp 一 9€5S, 且 4 一 90€5, 则 gVwo>0€S. 
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(5) 若 pVy 一 0669, 且 负 一 9863) 则 9 一 9963 

(6) 若 pp 一 gMA9€E5, 则 pp 一 9€S', 

(7) 若 p>gE5, 有 p>0€5, 则 g ~—> yA0eS', 

(8) 若 p 一 gE5, 上 且 pPA 一 669, 则 pp 一 96cy 

实际 上 ， 当 考虑 SS 乡 的 概率 后 承 集 时 ， 我 们 可 以 把 
(1) 一 (8) 限制 在 双 中 , 即 SS 和 的 概率 后 承 类 就 是 根据 关 
于 纪 的 (1) 一 (8) 从 5 推出 的 公式 类 ， 还 要 注意 ,概率 后 承 
是 Adams 系统 的 主要 语法 概念 。 为 了 方便 起 见 , 下 面 我 们 用 
5 瞩 4 表示 4 是 5 的 概率 后 承 ， 显然 ,所 有 的 概率 后 承 都 是 


重 言 后 承 。 但 逆 是 否 成 立 ? 下 面 几 节 我 们 来 考虑 这 个 问题 。 
定理 5.3 令 99 ,prs di", bn € EL *, 
(1) 若 上 9， 则 pi pp 一 0。 
(2) 9 一 bp > Nb, pr piN\ bp 一 oh 
(3) 9t 一 bi piV pa > (pM yo， 
(4) {pi pi: i = 1 pV Vo 一 人 (pi 


入 耻 加) 人 A 人 … 入 了 (wp。A 6.). 

(5) 若 pNPpAg, 8 poFPIA 和 则 
PP hp hz 

证 明 : 在 此 我 们 只 证 (5), 其 余 的 留 给 读者 。 我 们 假定 
9 一 办， 根据 定义 5.7(1), 因 为 qi 与 (人 pz) VCPA 1 
92) 重 言 等 价 , 所 以 

(PINApz) VCPIA Np) > hi 

假定 piN 出 怕 pr 人 v8， 则 

PIN 人 pF Tp. 

根据 定义 5.7(3), 则 有 

piN\ p> hs 
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闻 理 ，piA pz 人 出 上 碑 $,， 因 此 根据 5.7(3),， 有 
PiN PaiN bi > 2 

艰 握 定义 5.7(8) 有 ， Pi1 八 Fz 一 内， 假定 
paN\ pF pnN Tp, 

我 们 有 9?p:A “1p! 片上 4。 根据 定义 5.7(3) ,得 
pz 人 Ap bi, 

从 而 由 定义 5.7(4), 得 《gi 人 pi) VCp?A Tip1) 一 加。 因为 
pz 与 (pI 人 p:) VC(p:A pi) 重 言 等 价 , 且 据 定义 5.7(1), 有 
Pp2 一 9,, 
定理 5.4 令 SE 弘 ,4e 纹 , 着 St-4, 则 SIF4. 

证 明 : 只 须 证 明定 义 5.7 的 规则 (1) 一 (8) 保 持 合理 后 承 
性 。 下 面 我 们 分 别 加 以 验证 .。 
(1) 的 验证 是 容易 的 : 若 P 重 言 等 价 于 pw， 则 对 任意 概 
率 削 数 P, P(p) 一 PC)， 因 此 P(p 一 9) 一 PC 一 9)， 
所 以 p 一 6 卜 几 一 9， 
验证 (2): 因 为 ?和 TAye 重 言 等 价 ， 所 以 对 任意 概率 函 
数 P， 
P(p) 一 PC(TAm). 
又 因为 P(T) 一 1， 所 以 
P(9) 一 P(JA 人 Ap)/P(T) 一 P(T 一 9)， 
因此 plhT 一 且 工 一 oo. 
验证 (3): 只 须 证 pp 上风 人 PC 一 沁 ) 一 1. 若 gp 上 4, 则 
9 与 ?入 少 重 言 等 价 ， 所 以 Pl(p) 一 Pl(pAw)。 因 此 车 
P(p) 天 0， 则 PC 一 ) 一 PCNAy)/P(p) 一 1。 若 
PCp) 一 0， 仍 有 PC 一 少 ) 一 1.。 
容易 用 下 列 不 等 式 验证 (4) 成 立 ， 
P(g Vg) < PC4) + PCa) ， (5.1) 
Ply V9) plg) 一 P(9) 
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其 中 了 是 任意 概率 函数 ，qp, 4, 6,w 是 纪 的 使 得 PCp) 和 
P(9) 沸 正 的 任意 公式 ， 我 们 先 来 证 明 上 述 不 等 式 成 立 。 令 
P(A MA) = 0o,P CoNp) = 6b,P uN 4) = 6, 
PlpM 0) =4d,P (9N90) = e,P(ON 9)—f, 

则 
Ply Vx)= PSA NV CGAp)V Cn 8)) 


0 十 b 十 c， 
同 理 


Pl(pVO)=d+ett, 
P(g) = POLA MV CLAp)) = a + 6b, 
P(p) 一 和 十 c,P(9) 一 4 十 ec;P(O) = e+, 
因此 只 须 证 
2 十 2 十 < 二 2 士 少 六 上 (5.2) 
d+et+/ d+e c+f 
其 中 所 有 的 数 丝 非 负 , 所 有 的 分 母 皆 正 。 要 证 明 (5.2)， 只 须 
进行 简单 的 代数 运算 ,请 读者 自 证 ， 
现在 我 们 要 证 ,对 任意 s > 0， 若 


P(p 一 9)>1 一 > 





Pl(y—>0)>1— 六 
2 

则 PCp Vw 一 09) > 1 一 s。 下 面 分 情形 芳 虑 。 

情形 1 :假设 PC(p)>> 0 且 P(O) > 0， 则 PC(PVY)> 
0, 因此 ,根据 定理 5.1 和 《5.1), 有 

PCPV 史 一 59) 
一 1 一 PPV4 一 9) 
= 1— Pl((y V4)N 0)/P(p VG) 
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一 1 一 P(CA WV (GA 19))7PC7VW) 
1— PlpA 90)/P lm) — PCyA 8)PCO) 
~ 一 PP 一 人 9) 一 PC 一 3) 
一 P(o 一 0) 十 P(b 一 96) 一 1 
a RH | 
2 2 
一 1 一 8。 
情形 2 : 假设 PC(p) 和 P(b) 中 有 一 为 0. 设 P(yp) 一 
0，P(4) 关 0， 因 为 风 一 8 是 pV 一 9 的 重 言 后 承 , 所 以 
P(gp V4 >0) < P(J 一 9)， 另 一 方面 ,我 们 来 证 明 
Pl(pVs—0)> 7P(%—0), 
假设 PC(p V9) 天 0， 否 则 PC(p Vw4 一 9) 一 1, 显然 不 等 式 
成 立 。 因 此 根据 定理 5.1 
PCpV 中 一 9) 
一 P(CPV%)A6)/PC(Vo) 
一 P(CPV 和 %)A6)/CP(p) 十 PC) 一 PCPAb))。 
因为 PCp) ~ 0， 所 以 PC 人 4) 一 0， 因 此 上 式 变 为 
一 PCCPV%)A6)/P(C)， 
文 因 为 (pq Vw)A9 是 4 入 9 的 重 言 后 承 , 所 以 上 式 变 为 


PC(GAO)P(Y) 一 PC 一 9)。 
情形 3 : 假设 PCp) 一 P(y) 一 0， 据 定理 5.1， 
P(g Vb) = 0, 

则 P(g V6 90)= 1, 

验证 (5) 只 须 证 

P(pVy 0)+ PG 1)<1+ Pp —0). 
假设 P(p) 去 0《 和 否则 显然 ). 

(让 若 PC4)=0, 则 PC&% 一 0) 一 1, 上 且 
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P(pVb 一 9) 一 PCPNA8)V(bA 和 6))/1P(pVyY) 
一 (P(p 和 人 56) 十 P(VA6) 一 P(PNA9ALA6))/ 
(Pl(qg)+ Pg)— PlpNY)) 
= Pl(pM9)/P(p)= P(g —0). 
(ii) 若 P(w) 了 0， 据 不 等 式 (5.1) 


PC9Ag)V(pA6)) _ PCpA8) | PC4A6) 
PlpV vw) P(gq) Ply) “ 





即 
Plpy VG$—0)< P(g —0)+ Pp —0), 
P(pV 由 一 9) 十 PC 一 9) 和 1 十 P(p 一 9)， 


因此 当 PC(p Vy 一 9) 和 P(bp ~ 68) 都 大 于 1 一 二 = 时 ， 


P(g 一 6)>1 一 s。 
(6) 的 验证 只 须 证 明 
P(g 4%N\0) < P(p —0), 


假设 P(P) 关 0 (否则 显然 )。 因 为 gp 人 《4A9) 上 帮 p 和 ,所 
以 PCpAC%AN9)) < PlpAy), 因此 Pl(pA(GAOND/ 
P(p)<P(PAy)/P(), 即 P(p > bsNA) SP 

《7) 的 验证 只 须 证 明 

P(p 一 四 十 PC 一 0 入 1 十 P(9 一 少 人 5)， 
假设 P(p) 关 0 (否则 显然 )、 据 定理 5.1, 我 们 有 

P(pNA) 十 P(PA6) 一 PC(CPAy)V(PA6)) 

一 P(PA(A6))， 

所 以 

P(p 一 少 ) 十 PC 一 9) 

= Plp > whN0)+ PCCP 和 Ad)VCA69)71P(C)， 

因此 

Plo >$)+P(p—0)<P(g > oNA0)+1, 


"4130， 





(8) 设 PCp) 关 0( 和 否则 显然 )。 车 PCp 人 yw) 一 0， 划 
P(PAy 一 909) 一 1;P(P 一 少 ) 一 0， 因 此 总 有 
P(p 一 由 十 PC(pAu 一 的 和 1 二 PC 一 0)， 
因此 车 
pln— >1—is 
且 
P(pAb 一 6)> 1 一 19, 


则 PC 一 9) > 1 一 s， 
若 PL(qp 八 $8) 冯 0， 则 所 假设, 有 
PC 一 儿 )。P(2A 几 一 9) 
~ (P(gy M$)/P(y)) 
‘(PlpNGAND)/P (pHN GS)) 
一 P(PA 几 Ab)/PCe) 


>(1-+.), 
因此 


; PG 一 让 一 PINA59)/PCp) 
人 P(PA%A9)/PCy) 
>1 一 十 6> 1 一 s。 
注意 : (1) 定理 5.4 可 以 看 作 是 Adams 系统 中 的 可 靠 
性 定理 ，(2) 据 定理 5.2(2) 证 明 中 的 说 明 ， 有 些 重 言 后 承 不 
是 合理 后 承 , 所 以 我 们 已 知 有 些 重 言 后 承 不 是 概率 后 承 。 


$3 了 偏 序 以 及 与 之 关联 的 齐 一 概率 序列 


在 上 一 节 中 ,我们 已 证 明 : SF 4 SIA. 这 一 节 和 下 
一 节 要 证 明 逆 也 成 立 。 为 此 要 系统 地 考虑 概率 函数 和 下 列 概 
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率 函数 序列 的 构造 :5 的 公式 的 概率 趋 于 ! 作为 极限 ， 而 4 
的 概率 的 极限 小 于 1 .构造 这 样 的 概率 函数 序列 的 一 个 相当 
方便 的 方式 是 引入 了 偏 序 概念 。 直 观 上 说 , 了 偏 序 是 作 * 上 
的 某 种 弱 偏 序 关 系 ， 这 一 关系 可 以 作 如 下 解释 : 车? 和 由 是 
真 值 函数 公式 ,三 是 一 了 偏 序 且 FP 三 $ 成 立 , 则 P(Y)/PCp) 
不 趋 于 0 ,或 者 若 严 格 不 等 式 F 过 上 成 立 , 则 PCp)/PC(4) 趋 
于 0 。 我 们 首先 形式 地 定义 “P 偏 序 ”, 然 后 再 说 明 此 定义 与 
前 面 的 直观 解释 相符 。 

定义 5.8 令 纪 是 一 语言 ,我 们 有 

(1) 纪 的 P 偏 序 和 是 络 * 上 的 二 元 关系 且 满 足下 列 性 
质 : 对 所 有 p,4,9€ 红 *， 有 

(i) p 委 省 或 几 委 9, 且 若 p 委 风 4 过 9, 则 p 志 2 
( 即 科 是 弱 偏 序 )。 

(ii) 若 pgFb， 则 p 入 册 且 1<T( 即 并 非 T<1). 

(ii)pgVoy<0<>p <0 有 8 v0. 

(iv) pp 和 uvV6o<s>p 入 /或 p 委 0. 

《注意 (iii) 和 (iv) 的 一 个 方向 可 俯 〈ii) 得 到 )。 

(2) 若是 红 的 P 偏 序 ， mp，%e 和 *， 则 9 在 委 中 成 
立 <>> jy < p( 即 并 非 g 入 9);p 一 少 在 委 中 成 立 所 > 
9pA ”<Ap 或 委 上 上， 

PP 或 Pp 一 4 在 P 偏 序 和 成 立 的 直观 意义 是 P(y) 或 
P(g 一 中) 的 极限 为 1 。 

定理 5.5 令 . 纪 是 有 穷 语言 ， 委 是 经 * 上 的 二 元 关系 ， 
则 和 是 P 偏 序 志 > 存在 SDce+ 一 SDS U{ 14} 上 的 弱 偏 序 
<, 使 得 

人 亿 oot， 对 所 有 的 a€ SDS (5.3) 
了 < ,a， 对 某 个 a€ SDSA +。 

对 所 有 ,pe 攻 *， 若 a,6€ SDS 上 且 分 别 极 大 芒 涵 p, 几 
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即 对 所 有 的 ao 6 € SDS2+, 其 中 ap ,PEY, 有 a < 0, 
矿 委 o， 也 称 a,6 分 别 是 pg, 4 在 SD 绕 * 中 的 似 大 蕴涵 
《元 ), 则 

psa<p. (5.4) 
若 委 和 委 。 满 足 上 述 条 件 (5.3) 和 (5.4)， 则 称 过 是 由 <。 确 
定 的 P 偏 序 。 

证 明 :“=>"。 假设 所 是 双 * 的 P 偏 序 , 令 < 一 < 上 
SD 弘 *, 只 须 计生 和 <o 满足 (5.3) 和 (5.4), 显 然 和 ,是 SD 到 + 
上 的 弱 偏 序 , 因 为 过 是 弱 偏 序 , 且 弱 偏 序 对 一 子 域 限制 仍 是 该 
子 域 上 的 弱 偏 序 。， 对 所 有 ce SD 红 +, 上 过 oo 也 同样 可 以 从 
定义 5.8(1) 的 (ii) 直接 得 到 。 对 某 个 a€ SDS +， 上 < 
可 以 从 定义 5.8(1) 的 (iii) 得 到 , 因为 若 对 任意 a€ SDS2+， 
并 非 上 <ox， 则 对 所 有 ze SDS+, a < | 成 立 ， 气 定义 5.8 
(1) 的 〈ii) 和 SD 红 + 的 性 质 , 和 入 上 成 立 (其 中 心 是 所 有 
ceESDS+ 的 析 取 )。 但 是 SDS 的 所 有 元 素 的 析 取 (在 这 个 
语言 中 ) 重 言 等 价 T ,因此 下 委 上 ,得 出 矛盾 。 

为 了 证 明 (5.4) 成 立 ， 我 们 先 假设 c，p86 SDS+ 分 别 
在 和 下 极 大 蕴涵 m， 风 ， 此 外 还 能 不 失 一 般 性 地 假设 m 和 由 
是 SD 弘 * 中 某 些 元 素 的 析 取 , 因为 根据 状态 描述 的 构造 , 9 
和 由 重 言 等 价 于 SDS* 的 某 些 元 素 的 析 取 。 从 定义 5.8(1) 
的 《ii) 可 直接 得 到 , 重 言 等 价 的 公式 可 以 在 二 中 互相 替换 . 
在 这 样 的 情况 下 ， 易 证 一 状态 描述 重 言 蕴 涵 这 样 一 析 取 当 且 
仅 当 它 是 后 者 的 一 个 析 取 肢 。 

下 面 我 们 来 证 明 p 入 <4>ac 委 bp 为 此 先 证 明 9 和 < 
山寺 >a 四， 然后 再 证 明 a $<>a 过 8。 根据 定义 5.8 
(1) 的 (i) 和 (iii), 我 人 有 mp $<>a 4%， 由 于 Giii), 和 
(Qi) 的 传递 性 , 对 SD + 中 所 有 的 重 言 蕴 涵 g 的 a, 有 

«<p y pyY, 
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其 中 aceSDS* 且 设 大 列 涵 p。 据 (i) 和 (iv) 有 

ob <>ap, 
这 是 因为 已 假设 是 SD 妈 + 的 某 些 元 素 的 析 取 ,所 以 从 (iv) 
可 得 ,对 由 中 某 个 析 取 股 所 ,a 所 <>a < 8《 再 据 << 的 传 
递 性 推出 ) <>a < 6， 其 中 Be SD+ 且 极 大 蕴涵 几 , 这 样 
就 证 明了 (5.4)， 因 此 若是 经 * 的 P 偏 序 , 则 存在 SDS 
上 满足 (5.3) 和 (5.4) 的 弱 偏 序 <。 下 面 证 <“。 

假设 所 ,是 SD 红 + 上 的 融 偏 序 且 < 和 到 满足 (53) 和 
(5.4) ,要 证 这 样 的 和 满足 定义 5.8(1) 的 (i) 一 (iv). 假设 ,8， 
YE SDS+ 上 且 分 别 极 大 蕴涵 mp 中，96 人 *, 所 (5.4), p 二 
由 所 >a 和 op。 因为 < 是 弱 偏 序 ， 所 以 a 三 必 或 p< 避 ， 
因此 gp 万 4 或 三 p。 又 因为 < 具有 传递 性 ， 所 以 委 在 
S 终 * 上 也 有 传递 性 ,因此 科 满 足 (i)， 

假设 FF 风 ， 则 存在 w ,4 使 得 它们 是 SD 弘 + 中 某 些 
元 素 的 析 取 且 分 别 重 言 等 价 于 p， 少 ， 因 此 gq 上。 显然 
9 是 的 子 析 取 ， 和 否则 w 中 存在 一 析 取 肢 不 是 的 析 取 
肢 , 这 时 若 对 这 个 析 取 上肢 赋 值 真 ， 而 对 yy 中 所 有 的 析 取 肢 赋 
值 假 , 则 在 这 个 赋值 下 w 真 而 $' 假 , 与 w 片 % 矛盾 。 根 据 
SD 人 + 的 性 质 和 ,的 性 质 以 及 ,4 的 构造 ， 存 在 a, pe 
SDs+ 使 得 它们 分 别 极 大 蕴涵 gp ,J', 且 a，86 分 别 是 m， 四 
的 析 取 肢 ， 因 为 它们 的 析 取 法 就 是 SD 红 + 的 元 素 且 重 言 列 
涵 g ,Vw"， 而 极 大 性 是 根据 <<o 约 性质 。 

现 证 a,p 必然 是 pg , 4” 的 析 取 上 肢 , 否 则 ,对 a, 8 赋值 
真 ( 若 p ,J ”不 重 言 等 价 , 则 a*P 也 不 重 言 等 价 ， 否 则 与 极 
大 性 矛盾 )， 对 w 和 几 中 所 有 的 析 取 肢 赋 值 假 ， 这 样 的 赋 
值 与 重 言 列 涵 性 和 矛盾。 因为 pg” 是 少 的 子 析 取 ,所 以 “也 在 
"中 ,因此 a < 8, 据 (5.4), p <， 

据 (5.3), 存在 reSDS” 使 得 | <w,， 显然 a 上 TT， 
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所 以 在 SDS+ 中 必 有 工 的 极 大 蕴涵 元 ax:a 委 ie"， 从 而 
上 <oa*。 据 SDS+ 的 构造 ,上 的 极 大 荀 涵 元 只 能 是 自身 ( 因 
为 任意 ee SDS 不 是 永 假 公 式 , 所 以 co 比 上 ), 因 此 据 (5.4)， 
二, 亦 即 委 满足 (ii)， 

据 (5.3) 和 (5.4),(iii) 的 “一 "显然 , 现 证 “<"。 假 设 o， 
P,7YE SD 人 + 是 分 别 极 大 蕴涵 g,4,0€ 作 *, 据 (5.4),p 志 0 
且 4<<0<>a<wr 且 8 过 ww， 考虑 pVy$, 令 (pV$) 是 
SDS+ 中 某 些 元 素 的 析 取 且 与 9 V 四 重 言 等 价 ， 显然 c, 8 
皆 是 (pVw》 的 析 取 肢 。 根据 (pV%)” 的 构造 和 c, 8 的 
性 质 ， 其 中 必 有 FP V 的 极 大 蕴涵 元 ， 即 若 a < 6，8 就 是 
(pqp V4) 的 极 大 蕴涵 元 , 否则 据 < 的 性 质 , a 是 PV 的 极 
大 蕴 汲 元 ， 据 题 设 和 (5.4), pVw 二 6， 亦 即 所 满足 Gii)。 

最 后 证 过 满足 (iv). pg 志 或 pg 三 9<> 存在 a, 8， 
7€ SD5+ 使 得 它们 分 别 是 9,w,6 的 极 大 蕴涵 元 , 且 据 (5.4)， 
a 达 听 或 a 万, 据 (4V9) 的 构造 和 8,7 的 性 质 , 8 或 7 
就 是 ( 少 V6) 的 极 大 蕴涵 元 ， 因 此 据 (5.4), p 三 wV9。 证 
毕 。 

现在 我 们 考虑 了 偏 序 与 齐 一 概率 序列 的 联系 ， 从 这 种 联 
系 我 们 可 以 把 P 之 4 解释 为 P(4)/P《p) 的 极限 为 正 ， 这 
个 思想 表现 在 以 下 定义 中 。 . 

定义 5.9 令 志 是 经 * 上 的 P 偏 序 ，P1,P;,… 是 乡 的 
齐 一 概率 函数 序列 ， 称 P,P;,"…* 是 与 二 关 联 的 齐 一 概率 函 
数 序列 , 若 对 所 有 p,4€ 开 +， 

p 委 册 <> lim (PlpVY 一 少 )) > 10.。 


下 面 定 悍 说 明 : 只 要 极限 存在 , 则 
lim (PCPV 由 一 由 )) > 0<> lim(CP。()/PsCp)7 >0., 


因此 四 委 由 的 直观 解释 是 正当 的 。 同 样 ， 从 定义 5.9 很 容易 
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得 到 , 若 PP:，… 与 和 关联 , 则 
<b fim(PpV 由 一 9)) 一 0， 


而 这 又 等 价 于 ( 若 该 极限 存在 ): 
im(P。(p)/Ps(47) 一 0， 


定理 5.6 令 5 有 穷 , 46 ,SS ， 则 


(1) 若 P1, P;, … 是 红 的 齐 一 概率 函数 序列 ， 则 存在 
2 的 唯一 的 了 偏 序 二 使 得 P,P,,*…… 与 过 关联 。 

(2) 若 乏 是 纪 的 P 偏 序 , 则 存在 红 的 与 过 关联 的 齐 一 
概率 函数 序列 。 

(3) 若 系 是 双 的 P 偏 序 且 Pi, P;,…* 是 与 < 关联 的 齐 
一 序列 , 则 4 在 和 < 中 成 立 <> limP.(4) 一 1， 


(4) 若 Si-4， 则 4 在 所 有 使 $ 的 全 部 公式 成 立 P 偏 的 
序 中 成 立 。 
证 明 : 〈1) 只 须 证 由 下 列 条 件 : 对 所 有 p,4 《经 *， 
"ye lim(P(p VS TS))>0 


定义 的 二 元 关系 三 满足 定义 5.8 (1) 的 (i) 一 (Civ)， 另 外 据 定 
义 5.9 可 证 ，Pi,P:,-… 是 与 过 关联 的 齐 一 序列 。 
显然 对 任意 p, 册 6 狼 *， 
lim(P,(pVY 一 9Vy)) 一 1 
<imPeGpVY 一 9) 十 HimPs(pVy 一 少 )。 
因为 
pVoEC(CpVG) NP Vp V4)NY), 
所 以 
PCVG) SPPVG) NP VN (pV) NG)). 
若 PlpVw) 并 0( 否 则 ,显然 ), 则 
1< P(gpVG)NgV CPV NS) PP VY), 
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据 定理 5.4 的 证 明 中 的 不 等 式 (5.1) 等 ， 
PCCGeVy4JA9)VCGV 业 )Ad)) 
PlpVy) 
<PPVE)Np) PAPYPIAL) 
PipVy) PyVE) ” 
所 以 
P(PV >oVG) < P(gVo >) + P(rVY > 6), 
即 
1<limP(pVG >p)+ limP.(pVy J). 


我 们 可 得 
lim(P (pVb >9)>0 或 lim (PpV b>))>0. 
据 定义 5.9,q 和 由 或 二 mg， 所 以 二 元 关系 全 满足 定义 5.8 
(1) 的 (i)。 

二 元 关系 委 的 传递 竺 可 以 从 定理 5.1 的 (7) 得 到 ; 对 任 
意 概率 函数 P。， 

PopV6 一 90) >> PCpV% >p)* PY VO—0). 
假设 P<y 且 4 过 6， 则 
Jin PC Vo,%)>0 


且 

limP,(y V9$—0)> 0, 
所 以 

limP,(g VO —>0) > 0, 
因此 p < 6. 


对 于 (ii)。 钙 侵 设 "FF， 所 以 pVwFCPVw)Aw， 
又 因为 (PV4)Aw 上 pVw， 所 以 
Pl((pVI)NSG) = PpVS). 
设 P.(pV$) 关 0《 否 则 易 证 ), 则 
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limP.(p Vy >) 
~ lim(P((pVY)NY)/P(p VG)) 
一 1>0， 
所 以 gp 过 4w， 加 因为 


PATVi)~= PT)+P(1)— PTAL) 
一 pP(T) 一 1>0， 


所 以 
lmPpA(TVL 1) = imCPCCTVL)AL)/ 
PATV1)) =—0, 
即 L<T. 


对 于 (iii)。(iii) 的 “之 "可 以 从 (ii) 和 (i) 得 到 。 这 是 
因为 wpF9V4， 所 以 据 (ii),p 和 pVw, 因此 着 pVw 9， 
则 据 (i) 的 过 的 传递 性 ，p 过 6。 同 理 可 证 4 入 9。 现在 我 
们 来 考虑 "<"。 只 须 证 

P(gVO >0)>0 有 PGVO >0)>0 

> P,(pVS VO >0) >0, 


而 这 就 是 定理 5.1 的 〈8)。 

对 于 (iv)、(iv) 的 “<" 能 据 (i) 和 (ii) 得 到 。“ 之 "能 
据 定理 5.1 的 (9) 得 到 。 详 细 证 明 留 给 读者 。 证 毕 ， 

证 (2) 令 系 是 红 * 上 的 P 偏 序 ，SDS 一 SD 和 2 U 
{上 },， 假设 SD 经 + 中 的 元 素 以 下 列 方式 排序 《 心 表示 等 价 
关系 ) 

上 上 os 人 ao 一 ao 人 
< < ask ~ gp) 
即 SDS+ 的 元 素 根据 等 价 类 排序 ; ai 过 oj<a/ ~ 在 
ail 六 左边 (这 里 ci/ s 表示 以 ai 为 代表 元 的 相对 一 的 等 价 
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类 ， 下 同 )。 对 每 一 i, 令 Bi 是 第 i 个 等 价 类 中 的 元 素 的 析 


取 , 即 
Bi on ttV Vani 


我 们 首先 对 # 一 2,3,.… 和 i 一 1 ……， 天 ， 赋值 PP) 的 
值 。 若 天 一 2， 证 明 就 很 容易 ,对 所 有 n 一 2,3,.**， 我 们 令 
P.《B1) 一 0,P,(pP) 一 1。 若 天 > 2， 概率 P, 定义 如 下 : 对 


We 2,3,..°, 





P,(B) 一 0， 

Po(P) 一 (Wr) 对 i 2,3,..*,K—1, 
Pe de! 

pspo 一 1 一 i et, 


简单 说 ， 离 上 越 远 的 Bi 得 到 的 概率 越 大 .用 代数 变换 , 我们 
可 得 


DD) PCB) =1, 对 m 一 2;3 (5.5) 
P.(Bi)/P.(B; + 1) < 1/n, 
对 i 1 Kl,n= 2,3,.…。 (5.6) 


sD<Z+ 的 单个 元 素 的 概率 定义 如 下 : 对 j 一 1,……，nmk， 若 
oi 是 的 一 析 取 肢 , 则 
P.(o) 一 P(Bi)/7i， 

其 中 7 是 6 的 析 取 胶 的 个 数 。 

显然 概率 P。 形成 SD se 上 一 分 布 , 因而 对 语言 乡 定义 
了 唯一 的 概率 函数 P。， 而 且 P,,P,，. .形成 5 的 齐 一 概率 
函数 序列 ， 现 在 剩 下 的 只 是 证 叫 该 序列 是 与 过 相 关 的 齐 一 序 
列 ， 

据 定 理 5.6(1)， 只 须 证 对 任意 cs;ajiEcSDS+， 

oS a> iim‘P,(a Vm 一 上 )) > 0， 

办 为 据 定理 56(1), 序列 P;, P,,… 与 多 的 某 个 唯一 的 P 
偏 序 和 相关 联 ， 且 据 定理 5.5， 这 个 P 偏 序 三 自身 又 由 它 对 
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SDS+ 的 限制 <。 唯一 确定 。 至 此 完成 本 证 明 就 比较 容易 . 
若 几 委 o, 则 ui 或 <ai， 

在 第 一 种 情况 下 ，P。(cx) 一 P,(ci)， 由 此 可 得 PCcsV 
oj 一 oj) 之 112， 因 为 若 Ps(acsVei) 一 0， 则 显然 
若 Ps(osVoi 一 oj) 一 1 过 1/2， 


PasVoi) 0, 
则 
Plas Va > 06) = P(es Vai) Nai)/P sos Vai) 


= (Pas Vai) t+ Plai)— PaesVoiVNo))/P (os Vai) 
一 Pa)/(P,(es) + Pei) — PCas Nai)) 


= Plo)/CP les) + Pa)) 一 
其 此 
limP,(a; Va; > 0i) 之 >0, 
若 w<o, 则 a 和 a; 分 别 是 p。 和 8,(p 一 4) 的 析 取 肢 ,此 时 ， 
1 1 1 
PB) PB) Ple) /Poke) < 


其 中 7, 和 7 分别 是 8B, 和 p, 的 析 取 肢 的 个 数 。 因 此 
Ps(as)/P。(ai) < 二 Cra/7p)。 


显然 
HimCPs(xs)AP。Coi)) 一 0， 
所 以 
limP (as Vai > 8) lim(P ,Cai)/P (os Voi)) 


~ lim (Ps(m)/(P,lai) 十 PsCas))) 


。 1 
一 im 一 一 一 一 一 一 1>0， 
加 十 PCci) 
Ps(oi) 


e130° 





证 (3) 假设 和 是 P 偏 序 ，P1, P;,,*… 是 与 过 关联 的 齐 
一 序列 。 若 4 不 是 条 件 句 《〈 伪 如 4 一 p)， 据 定义 5.8 (2)， 
4 在 乏 中 成 立 捕 > “lp < p, 因 为 据 定义 5.9,P1,P,,*… 与 和 
关联 <>limP,(pV 一 ip) 一 0 <>1mPo(9) 一 1, 这 
是 因为 PPV 9 一 mp) 一 1 一 Po(p)1PsCpV pp) 一 ! 一 
P.《(p)。， 若 4 是 条 件 句 (不 妨 令 4 一 "一 少 ， 据 定义 
5.8(2), 4 在 二 中 成 立 <>p 人 Vg pA 人 w 或 p 万 1。 

情况 1 , 据 定 义 5.9, pA bp 二 pAy< 和 > 并 非 (pgN 人 wv 所 
vA ) < limP,((pM\G)V(p MN) 一 mA Wp)= 
limP,(p PN 6) ~ limP.(p > 6)=0. (因此 PCp) 
只 有 有 限 个 值 可 能 为 0 。 若 它 有 无 穷 个 值 为 0 ， 则 P, (9 一 
TIw) 中 有 无 穷 个 值 为 1 ， 从 而 该 极限 不 能 为 0 。 因 此 不 失 
一 般 狂 地 假设 P,(p) 的 所 有 值 为 正 ,此 时 ， 
Pop 一 1) 一 (一 PC 一 4) <> imp 一 %) 一 1 

情况 2 ， 据 定义 59， 和 上 <>lim PPV 上 一 上 )> 
0， 因 为 Ps(pV_L 一 上 ) 只 可 能 为 0 或 1: 当 P。(p) 一 0 
时 ，PspV 上 一 上 ) 一 1 当 PC)>0 时 ，P.(VL 上 一 
了 上 ) 一 0， 所 以 P,(p) 的 值 中 有 无 穷 个 值 等 于 0 , 因此 

limP,(p 一 少 ) 一 1 
反之 ,着 imP。(p 一 少 ) 一 1， 这 里 又 分 两 种 情况 讨论 。 情 
况 (i): 若 P。(p) 有 无 穷 个 值 不 为 0 ， 不 失 一 般 性 假设 
P,《qp) 的 值 篆 为 正 , 因 此 从 limP,(gp 一 少 ) 一 1 可 得 
HimP(e 一 118) = 0, 
据 上 面 情况 1 的 前 半 部 可 得 pgA 4 二 pAg,， 据 定义 5.8 
(2)， Pp 一 上 在 二 中 成 立 ， 情 况 (ii): 若 Ps(p) 有 无 穷 个 值 
34， 





为 0 ,不 失 一 般 性 , 设 P,《w) 的 所 有 值 皆 为 0， 则 对 所 有 
Pa,PApVL)™ 10, FM im Pp VL 1)=1> 0. 
据 定义 5.9,p 和 上 ,所 以 据 定 义 5.8(2),p 一 由 在 和 中 成 立 。 
证 (4) 借助 定理 5.6C(2),(3) 来 证 ,假设 存在 一 P 偏 序 << 
使 得 所 有 B € $ 在 科 中 成 立 而 4 在 科 中 不 成 立 ， 则 据 定理 
5.64(2)， 存 在 与 入 关联 的 齐 一 概率 函数 序列 P,，P:， …。 由 
定理 5.6(3), 对 所 有 Be 3, lmP(B) 一 1， 但 limP,(4)<]， 


因此 5 全 4, 所 以 据 定 理 5.2(2),3 尼 人， 
4 4 公式 集 的 标准 偏 序 


前 面 我 们 已 经 建立 了 下 列 定理 : (1) 若 SF 4， 则 
SI4， (2) 若 SF4， 则 4 在 所 有 使 8 的 全 部 公式 成 立 的 P 
偏 序 中 成 立 。 

现在 我 们 来 建立 一 种 完全 性 定理 : 车 4 在 所 有 使 $ 的 全 
部 公式 成 立 的 了 偏 序 中 成 立 , 则 SF 这 个 定理 将 在 下 一 
节 证 明 , 但 这 个 证 明 依赖 一 个 预备 性 定理 , 即 关 于 有 穷 公式 集 
$( 若 5 一致) 的 标准 偏 序 定理 、 这 对 给 出 确定 一 公式 4 是 
否 是 一 有 穷 公式 集 $ 的 合理 后 承 的 判定 程序 也 是 有 用 的 . 

定义 5.19 令 双 有 穷 ， SSE, 我 们 有 

(1) 5 的 直接 归 约 Red(5)={4€5:SD(4)SSD(CS)}. 

(2) 5 的 妇 约 序列 是 5 的 一 子 集 序列 51,"…, 5$, 使 得 对 
i le,p d= S, Sin = Red(5,), 对 i 1,.…,p— 1, 
Sin 是 5; 的 真子 集 , 且 Red(5,) 一 5。 

(3) 由 5 生成 的 SDY 的 有 序 划分 是 SDS 的 子 集 序列 
SD ,i,SDYL ,un 且 

SD&Z ,一 SD&S 一 SD(CS)， 
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SDY, = $D(S,) 一 SD( 
SDS in = SD(S;)— SD(Sin), 
SD ,n= SD(S,), 
其 中 i 一 1,…,p 一 1,5,,"…,$，, 是 5 的 归 约 序列 . 

(4) 车 SDCS) 关 SD 且 由 $s 生成 的 SDS 的 有 序 划 
分 是 SD 经 1,,…, SDS pn, 则 与 5 关联 的 红 的 标准 了 偏 序 
是 忆 偏 序 委 使 得 对 所 有 c，peSDS, 若 a€ SD ;, PE 
SDSYj, 则 a 1 <>i=p+1l,a<PpeI<i, 

注意 (4) 假设 了 未 证 明 的 命题 : 由 5 生成 的 SDS 的 有 
序 划 分 是 SD 经 ”的 划分 ， 有 关 划 分 和 与 之 关联 的 P 偏 序 的 
重要 性 质 ， 我 们 将 在 后 面 推出 ， 现 在 我 们 先 看 一 个 简单 的 例 
子 , 它 有 助 于 我 们 在 直观 上 把 握 这 些 概念 。 

语言 双 只 由 两 原子 句 “p* 和 “g”《 再 加 上 “T” 和 “4”) 生 
成 。SDS 可 以 看 作 由 下 列 四 个 公式 组 成 : a=“ "lp 八 "1q”， 
4 一 “bp 人 9 ce 一 pq dm pANg", 令 S—{p—g, 
9 一 jp 9 一 人 pp，pV9 一 直 ， 为 了 确定 Red(S)， 我 们 
必须 确定 5 中 哪个 公式 4 有 性 质 SD(4)SSD(S)。 从 定义 
5.3 得 知 

SD(A) = {a€ SD :a=Ant( A)}, 

SD(A) = {a€ SD .a Ant(A)N 1Cons (4)}， 

SD(S) = (J SDC4)， 
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如 下 表 所 示 ， 
46E8 SD(A) SD(A) 
1l. pg {6,c} {26} 
2. > 1p {a,b} {6} 
3. 4 一 人 jp {c,d} {c} 
4. pVg>p {6,c,d} {a} 
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SD(S) =— {6,c,d}. 
显然 ,使 得 SD(A)SSD(S) 的 3 的 公式 4 是 p>9,g 一 ip， 
bpV9 一 b 因此 
Red(S) 一 tb 一 944 一 "lp,pVg >p}. 

为 了 构造 $ 的 归 约 序列 ， 我 们 简单 重 述 上 述 过 程 。 令 
中 一 9 9 一 Red(9) 一 1 一 99 一 1p, pVI9 Pp}, $;= 
Red(3:) 一 %， 因 此 这 个 归 约 序列 终止 于 5。 因 此 由 53 生成 
的 SDS 的 有 序 划 分 如 下 构造 : 
SD ,= SD — SD(S) = {a,b,c,d} — {b,c,d} = {a}, 
SDS, = SD(S.) 一 SD(S,) = {6, c,d} — {6, c,d} = $, 
SDY, = SD(S,) := {b,c,d}. 

给 定 这 样 的 有 序 划 分 ,与 3 关联 的 到 的 标准 尸 偏 序 的 构 
造 本 质 上 就 是 倒 过 来 排列 这 个 划分 中 的 元 素 , 且 使 SD2, 的 
所 有 元 素 等 价 上 , 即 这 个 标准 偏 序 由 下 列 SDDS U{L} 上 的 
偏 序 确定 : 





Lecsd 一 a。 

对 所 有 ,上 双 *， 经 * 上 的 偏 序 关 系 由 上 述 状 态 描述 
的 偏 序 询 定 ， 这 一 点 在 定理 5.5 已 说 清楚 :9 和 中 的 偏 序 关 
系 等 同 于 SD5Y+ 中 分 别 极 大 缠 锯 ?和 的 状态 描述 的 偏 序 
关系 。 因 此 为 了 确定 ?和 9 的 偏 序 关系 ,我 们 只 须 注意 所 有 
缠 涵 它们 的 状态 描述 等 价 , 从 而 了 和 4 也 等 价 。 另 一 方面, 极 
大 蕴涵 2 的 状态 描述 严格 小 于 极 大 蕴涵 “lp 的 状态 描述 ， 因 
此 在 这 个 偏 序 中 也 严格 小 于 lp。 特别 是 ,在 该 标准 偏 序 中 
有 , pp 二 41, lqN\ (Np) < "TaN Np,g < 1,pVg1. 

由 此 可 得 $ 的 四 个 公式 在 该 标准 篇 序 中 《在 定 义 5.8(27 
的 意义 上 ) 全 部 成 立 。 这 个 事实 决 非 偶然 ,关于 与 一 公式 集 
S 关联 的 标准 偏 序 的 一 个 最 基本 的 事实 ， 就 是 $ 的 全 部 公式 
在 该 偏 序 中 成 立 。 我 们 在 下 列 定理 中 证 明 这 一 点 。 
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定理 5.7 令 双 有 穷 ， SSY, SD SDDL pn 是 


由 5 生成 的 SDS 的 有 序 划分 , 则 

(1) SDS….,SDS 到 ou 是 SD 纪 的 一 划分 . 

(2) 车 SD(S) 关 SD 色 ， 则 8$ 的 全 部 公式 在 与 5 关联 
的 标准 P 偏 序 中 成 立 。 

证 明 ; (1》 该 定理 直接 从 以 下 事实 得 到 : 在 $ 的 归 约 序 
列 $,,…,5S, 中 的 每 一 元 素 是 前 一 元 素 的 子 集 , 即 SSE… ES 
$5,， 因 此 子 集 关系 SD(S,)SSD(CS JS-…ESD(CSD 成 
立 。 从 初等 集合 论 可 得 SD ,一 SD 一 SD(5),……， 
SDS ,,, 一 SP(5,) 互 不 相 容 , 且 它 们 的 并 就 是 SD 纪 

(2) 对 所 有 AE5, 假设 SD 纹 一 SD(S) 关 8, 因此 
与 $ 关 联 的 标准 P 偏 序 生 被 定义 。 不 失 一 般 性 地 假设 4 是 
条 件 名 ， 办 为 若 4€ 红 *， 则 4 在 过 中 成 立志 > 条 件 句 公 式 
Ant(4) 一 Cons(4) 一 Cond(4) 在 委 中 成 立 ( 据 定义 5.2(2)， 
Ant(A) 一 本)。 这 种 方法 我 们 在 以 后 的 定理 证 明 中 将 经 常 
用 到 。 

假设 4 一 p 一 少 : 我 们 要 证 4 在 志 中 成 立 ， 首 先 据 定义 
5.10(3)， 从 由 5 生成 的 有 序 划 分 SD 红 ,,*… ,SD 纹 ,-, 直接 
可 得 
SD(S,) = SD UUSDY ,nn, i— 1,2,-.*, Pp， 其 中 
$51 ,5;,*…*，$。 是 5 的 归 约 序列 。 因 为 4€5 一 5,， 所 以 
4 至 少 在 该 归 约 序列 的 某 个 5; 中 。 先 假设 4e 5。， 则 

SD(A)E SD(S,) = SD,n, 

而 据 定义 5.10(4), SD ,一 {a € SDY:a 在 和 中 等 从 上 
所 (5.4),q 和 上 .因此 据 定义 5.8(2), p 一 由 在 三 中 成 立 ， 
假设 4& 5,, 则 存在 某 个 i 使 得 4€5; {但 4 ¢ Sin, 

因为 4e 5,, 所 以 据 定义 5.3(3), SD(A4)SSD(S;)， 


。135， 








此 SD(4)SSDS raU…USDS oa， 亦 即 SPD(4) 一 ice 
SD in UU USDS ,u:at=ph 1}. 从 而 在 SD i Ue 
USD 纹 ,+ 中 必 存 在 一 元 素 P 极 大 蕴涵 p 人 人 "4g。 

因为 4g& Sin 一 Red($;)， 所 以 据 定 义 5.10 (1)， 
SD(4) 竺 SD(s;)， 因 此 SD( 4) 中 必 包 含 一 cESDSU 
USD 约 ;,， 且 使 得 a 极 大 蕴涵 作风 《因为 ceESDS U 
USDS, 且 SD(A)ESDY inU USDS ,ns 所 以 < 上 ?9 
且 scFb。 若 wFAu， 则 c < 0)。 

因此 据 定义 5.10(4),8 < c。 由 (5.4), pgp 人 p<pNy。 
从 而 据 定义 5.8(2),p 一 由 在 过 中 成 立 ， 


4$ 5 完全 性 定理 和 判定 程序 


定理 58 令 纹 有 穷 , 46 红 ,SF 5 一 SU{~4}， 


5$,…,5， 是 8 的 归 约 序列 ，SD5 i,…',SD5,, 是 5 生 
成 的 SDS 的 有 序 划分 ，5, 一 3, 一 {~ 4}， 则 下 列 条 件 等 
价 。 

(1) SF4, 


(2) SIF4, 

《3) 4 在 所 有 使 § 的 全 部 公式 成 立 的 了 偏 序 中 成 立 。 

(4) SD(C4)SSD(S，)。 

(5) SD(A)ESDCS), 有 8 SD(S) 一 SD(CSDSESD(C4) 一 
SD(4)， 

(6) 对 某 个 5*E5, SD(A)SSD(S”), 且 SD(5”) 一 
SD(S”)ESD(A) — SD(A). 

证 明 : (1) 之 (2》 和 (2) 全 (3) 在 定理 5.3 和 定理 5.6 已 
证 。(5) 之 (6) 显然 。 剩 下 要 证 的 是 (3)~(4) 之 (5) 和 6) 一 
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(1). 

(3) 之 (4)。 设 (3) 成立 。 我 们 在 此 总 假设 4 是 条 件 句 
@ 一 由 ,因为 若 4 是 某 个 非 条 件 句 g, 则 它 可 以 被 >p 置 
换 , 并 不 改变 我 们 将 要 考虑 的 任何 条 件 。 现 考虑 

3 一 SU{~4}， 

其 中 ~ 4 如 定义 5.2(1) 定义 : ~ 4 一 一 1。 

情况 1。SD(3S ) 一 SD 红 ， 在 这 种 情况 下 与 9 关联 的 
标准 了 偏 序 无 定义 ,显然 条 件 (4) 成 立 , 因 为 

SD(A)ESDY = $D(S'), 
以 及 对 所 有 BE5 ,SD(B)JESD = SD(S)， 所 以 
3 一 Red(S) 一 Red(S ) 
= {BEeS:.SD(B)ESD(S) = SD } = 5 
因此 这 个 序列 终 至 于 5S,《 即 p 一 1)， 所 以 
SDY, = SD(S') = SDY, 

亦 即 

SD(A)ESD(S) = SD(S) = SD(S,)ESDCS,). 

情况 2。SD(S') 关 SD 纹 ， 据 定义 5.10(4)， 能 够 确定 
与 5 关联 的 标准 P 偏 序 忆 。 因 为 ~4€5, 且 所 定理 5.7(2)， 
8 的 所 有 公式 在 过 中 成 立 , 且 SCS', 所 以 5 的 所 有 公式 在 委 
中 成 立 。 据 条 件 (3)，4 也 在 委 中 成 立 。 从 定义 5.8(2), 仅 
当 Ant (A) = Ant (~A)= p< 1 时 ,Ap 和 
~4 一 一 "lw 才能 同 在 一 P 偏 序 二 中 成 立 。 

因为 4 在 志 中 成 立 <>pN\ Tip 人 Nb 或 Pp 二 1 ,~4 
在 和 中 成 立 <>pA4 二 p 八 "iv 或 gp 二 上 ,所 以 仅 当 p 志 
上 时 ,两 者 丝 成 立 . 条 件 《4) 可 以 从 PF 二 上 直接 得 到 . 据 定 义 
5.10(4) 和 5 的 构造 , 若 P 过 | 能 在 该 标准 序列 中 成 立 ， 则 
{a € SDY :a 上 Ep}SSD 弘 ,nm《 证 明 : 设 任意 w《 {a€ SD : 
sFF9}， 则 :cp， 据 定理 5.5 的 (5.4),p 和 上 <>ox 之 |， 
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其 中 a 是 了 的 极 大 蕴涵 元 ， 坟 为 a 二 a, 所 以 a 上 1， 
据 定义 5.10(4)、a € SD 妈 ,nt)。 而 所 定义 5.10C3)， 

SDS’, = SD(S,),SD(A) = {a€ SDL :aF9}, 
所 以 SD(A4)SESD(S,)。 因为 SD(5,)SSD(S,)， 所 以 

SD(A)ESD(S,). 
(4) 之 (5) 假设 (4) 成立， 我 们 分 别 考 虑 两 种 情况 . 
情况 1，~445,、 因 为 (4) 成 立 , 所 以 
SD(A)ESD(S,). 
又 因为 SD(4)S5D(A)， 所 以 SDC(4)SSSD(5,)。 据 定义 
5.10《2), 5 的 归 约 序列 是 8 … ,3 ， 且 
Red(S,) = $, = {BES:SD(B)ESDCS,)}, 

因此 SD (S$,)SSD(S,),， 所 以 5D(5,) = SD (5S,)， 所 以 
SD(A)ESD(S,) = SD(S,)。 因为 ,一 $5,，SD(S,)= 
SD(S,), 所 以 SD(5,) 一 SDCS,) 一 $, 所 以 SD(5,) 一 SD 
(SSGESD(4) 一 SD(4). 

情况 2. ~ 4 一 pp 一 ES。 假设 a€E SD(A)， 即 
a 三 p 人 Ww。 因为 SDC4)SSD(C4), 所 以 ceSD(4)， 握 条 
件 (4),a€ SD(5,) 一 SD(S,). 因为 5, 一 %Ufp 一 1y}， 
所 以 SD(CS,) = SD(S,)U SD(p 一 1%), 所 以 a€ SD(S,) 
USD(p— 4), 但 SD(y > 14) = {oa€ SDY :aFgN 
四， 所 以 cg SDCq 一 lw), 因此 ace SD(S,), 所 以 SD 
(4)SSD(S,)。， 下 面 证 

SD(S,) 一 SD(S,)ESD(A)— SD(A). 

假设 a € SD(5)— SD(S,), 因为 SS3S，， 所 以 

aeSD(S) = SD(S,) = SD(S,)U SD(yp — 4), 
但 a#g SD(S), 所 以 

CE SD(V > = SD(~A) 
= {a €SDL :a FpNb} 
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一 SD(4) 一 SD(C4)。 

(6) 全 (1)。 假 设 (6) 成 立 , 即 对 某 个 8 "ES，SDC4)E 
SD(S”) 且 SD(%) 一 SD(S ESD(C4) 一 SD(C4)， 假 设 
3 一 {o 一 由 gs 一 省。 考虑 下 列 公式 

Pm (pV'**Vps) 一 

(pA DIN 2 人 Ce。 和 119.)), 
据 定理 5.3(4), 因为 B 的 前 件 是 p>p1,*…… ,Pn 5” 的 
前 件 的 析 取 ,所 以 
SD(B) = {ue€ SD :aFEpV Vp,} 
= UU sD(p= 9%;)= SD(S), 
所 以 SD(B) 一 SD(S”), 因为 Ant (B)A Cons(B) 重 吉 
等 价 (Pi 入 T1010) Ve V(psN\ 9,), 所 以 
SD(B)= {a€ SD :a Ant(B)N Cons(B)} 
一 U {a€SDY :oFpN bi} = SDCS), 
所 以 SD(8) 一 SD(S )， 因 此 
SD(B)— SD(B) = SD(S”)— SD(S”"). 
下 列 命题 易 证 : 对 任意 4,B€ 经， 
{a€ESDY :oF A}CS{aE SDY :a B} < AEB. (5.7) 
现在 据 条 件 (6)， 
SD(A) = {a€ SD :af Ant( A)N 1Cons( A)} 
CSD(S) =— SD(B) = {a€ SD :a Ant(B)N 
TCons(B)}, 
因此 据 命题 (5.7)， 
Ant(4) 人 了 Cons(4)FAnt(B)A “Cons( B), 
又 据 (6) 
SD(B)— SD(B8) = SD(S”) 
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一 SD(S JSSD(4) 一 SDC4)， 


SD(~B)ESDC(~4)， 
因此 
{a € SD :oF Ant(B)NCons(B)} 

Et{a€ SD :aF=Ant (A)N Cons (A)}, 
据 命 题 (5.7)， 

Ant(B)ACons(B) 上 Ant(4)ACons(4)， 
据 定理 5.3(5)， 从 

Ant(4)A Cons(4) 上 Ant(B)A ConsCB) 

Ant(B)MNCons(B)E- Ant( A)N Cons( A) 

可 得 B 4, 而 据 定 理 5.3(4)， SB, 所 以 4 属于 5 的 概 


率 后 承 集 , 即 SE-4. 证 毕 


注意 : 定理 5.8 提供 了 一 个 判定 程序 ， 来 确定 一 公式 4 

是 否 是 一 有 穷 公式 集 $ 的 概率 后 承 。 这 种 判定 程序 就 是 构造 

8 一 SU{~ A} 的 归 约 序列 ， 并 确定 SDCA) 是 否 是 SD(S,) 

的 子 集 (其 中 5 是 8 的 归 约 序列 中 最 后 一 项 )， 据 定理 5.8， 
SA4<>5D(4)SSD(S,), 


根据 完全 性 定理 ， 我 们 能 得 到 一 些 有 趣 且 直观 意义 清楚 
的 结果 ,请 参见 [12]. 

Adams 的 系统 尽管 在 逻辑 上 已 经 完备 化 ( 即 有 了 完全 性 
定理 ), 许 多 概念 的 引信 和 定理 的 证 明 技巧 也 独 具 魅 力 ， 但 从 
整体 上 看 仍然 非常 有 限 ， 这 表现 在 许多 主要 结果 中 。 例 如 在 
完全 性 定理 中 不 仅 要 求 初始 命题 (原子 命题 ) 集 有 穷 ， 还 要 求 
前 提 集 (8) 有 穷 。 这 些 条 件 从 罗 辑 的 角度 看 当然 是 非常 苛 
刻 的 。 这 也 说 明 用 有 穷 迎 辑 ( 合 取 ， 析 取 和 量化 的 范围 有 穷 ) 
刻 划 概率 概念 是 非常 受 限制 的 。 这 样 的 困难 直到 最 后 一 章 才 
被 无 穷 概率 逻辑 克服 。 
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第 六 章 “” 模 态 归纳 逻辑 (上 ) 
Cohen 的 归纳 支持 逻辑 





L. J. Cohen 的 归纳 逻辑 是 一 种 模 杰 归纳 逻辑 , 我 们 知 
道 , 模 态 逻 辑 可 以 说 是 研究 可 能 的 逻辑 ,归纳 逻辑 和 概率 逻辑 
则 进一步 研究 这 种 可 能 性 的 程度 。 从 这 个 意义 上 说 ， 模 态 逻 
辑 和 归纳 逻辑 概率 逻辑 是 有 一 定 的 联系 的 (历史 上 就 有 人 用 
概率 语义 学 来 刻 旭 模 态 逻辑 )，Cohen 和 Burks 在 这 个 方面 
做 了 有 益 的 探索 。 

Cohen 的 理论 既是 对 F. Bacon 和 J. S. Mill 的 消除 
归纳 法 的 概括 ， 又 是 对 Keynes 关于 归纳 概率 是 论证 的 可 靠 
性 的 量度 的 思想 的 发 展 。 另 一 方面 ，Cohen 从 科学 哲学 的 高 
度 , 对 实验 科学 中 的 科学 方法 进行 抽象 ， 提 出 了 相干 变量 法 ， 
并 且 力 图 用 此 来 解释 模 态 逻辑 5, 的 一 概括 的 公理 化 形式 系 
统 ,因此 Cohen 的 工作 开辟 了 研究 归纳 逻辑 的 新 领域 。 


$1 对 概率 概念 的 哲学 思考 


1. 概率 理论 是 多 元 标准 的 

Cohen 认为 ,概率 的 哲学 理论 是 揭示 产生 各 种 概 然 命 题 
表面 多 样 性 背后 的 统一 性 。 在 日 常生 活 中 我 们 常 遇 到 明显 不 
同 的 概率 类 型。 例如 ， 从 一 付 洗 好 的 牌 中 抽取 一 张 花 点 的 牌 
的 概率 、 货 车 司机 活 到 70 岁 的 概率 、 一 镭 原 子 在 24 小 时 内 将 
要 衰变 的 概率 一 体育 明星 在 未 来 比赛 中 取胜 的 概率 等 等 .过 
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去 概率 的 折 学 理论 企图 把 所 有 这 样 的 概率 解释 为 一 种 单一 标 
准 的 概率 。 例 如 ,Reichenbach 等 人 的 相对 频率 、L. J. Savage 
等 人 的 信念 度 、Carnap 等 人 的 命题 之 间 的 逻辑 关系 等 

但 是 这 样 的 概率 理论 难以 解释 以 上 各 种 概 然 命 亚 ， 因 此 
近 几 十 年 ,一 直 存 在 一 种 基本 倾向 , 即 赞成 概率 是 多 元 标准 的 
观点 。 这 种 观点 认为 ,这 样 或 那样 的 单一 标准 , 若 它 们 自身 一 
致 ,都 不 会 让 多 样 化 的 事实 完全 驳 倒 ,只 是 限制 在 它们 各 自 的 
运用 范围 中 ，K. Popper 对 此 做 出 了 重要 贡献 ， 他 证 明了 有 
可 能 构造 一 个 概率 的 数学 演算 来 作为 纯 形 式 系 统 ， 除 了 与 该 
系统 的 公理 一 致 的 逻辑 语法 外 ， 对 概率 芒 数 的 本 性 不 作 任 何 
别 的 假设 。Cohen 把 这 种 松 率 称 为 数学 概率 ，、 他 认为 这 样 的 
理论 虽然 可 以 容纳 多 元 标准 ,但 本 身 也 遇 到 不 少 朵 烦 ,主要 是 
不 能 澄清 为 何 对 概率 概念 有 多 种 多 样 药 语义 标准 ， 而 且 每 一 
个 都 以 自己 的 标准 满足 概率 演算 的 公理 以 及 都 有 各 自 的 实际 
效用 。 

2. 概率 就 是 对 可 证 性 的 分 级 (gradation) 

Cohen 自 己 提出 另 一 种 概率 的 多 元 标准 ,这 种 标准 可 以 避 
免 纯 语法 的 形式 主义 ,具有 数学 概率 概念 不 具备 的 解释 能 力 . 

假设 妃 是 一 全 称 概括 条 件 句 ， 对 五 的 可 信和 赖 性 〈reliabi- 
lity) 就 有 一 个 一 元 的 归纳 支持 的 等 级 5(H)( 这 个 概念 后 面 
还 村 详细 定义 和 分 析 ), 因 此 从 五 的 前 件 到 后 件 就 相应 有 一 证 
明 ， 一 元 概率 PCH)》 就 是 从 五 的 前 件 到 后 件 的 可 证 性 等 级 ， 
也 就 是 从 前 件 到 后 件 的 推理 可 靠 性 〈soundness) 的 程度 ， 所 
以 Cohen 认为 ，SCH) 一 PCH)。 假定 吾 是 (x4) (za (zs) 
(R 一 3S)， 其 中 x mxs。 是 尺 和 8 中 所 有 自由 出 现 的 
个 体 变 元 , 则 相应 的 二 元 函数 应 是 PCSCouo，…，as),RCay 
oa，…-，ao)) 一 SG) (cz) Cr) (CR 一 3))， 共 中 av 
0 …，as。 是 某 个 适当 论 域 中 的 个 体 党 元 ，RCa，a，… *， 
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os) -> SCoto as) 是 互 的 代 人 特例 。 

例如 ,我 们 根据 消除 归纳 法 ,在 实验 证 据 中 ,对 概括 名 “所 
有 的 密 蜂 有 色 感 ”建立 一 适当 的 等 级 ， 从 而 对 命题 “ 若 这 个 昆 
虫 是 蜜 峰 , 则 它 有 色 感 "也 建立 一 适当 的 等 级 ， 那 么 我 们 也 已 
经 从 前 担 “ 这 个 昆虫 是 蜜蜂 ?对 结论 “这 个 昆虫 有 色 感 ”的 可 证 
性 建立 了 同样 的 等 级 。 因此 Cohen 把 概率 看 作 是 对 推理 而 
不 是 陈述 句 的 评价 (而 归纳 支持 则 相反 》, 

Cohen 认为 他 的 把 概率 看 作 是 可 证 性 分 级 的 观点 是 多 元 
标准 的 ， 而 前 面 提 到 的 那些 数学 概率 可 以 看 作对 应 不 同类 型 
的 可 证 性 。 例 如 概率 的 相对 频率 概念 可 以 看 作 类 似 于 一 个 推 
演 规则 是 一 般 、 外 延 和 假 然 的 《经 验 的 ) 演绎 系统 中 的 可 证 
性 ,而 概率 的 逻辑 关系 的 概念 却 类 似 于 一 个 推演 规则 是 单 称 、 
必然 的 演绎 系统 中 的 可 证 性 。 既 然 不 同 的 证 明 标 准 对 应 不 同 
的 可 证 性 的 陈述 句 ， 概 率 的 不 同 概念 之 间 的 主要 区 别 就 可 以 
由 上 述 事实 得 到 解释 : 可 证 性 也 有 不 同 的 种 类 。 这 样 各 种 单 
一 概率 标准 之 间 的 主要 差异 就 通过 对 可 证 性 的 种 类 的 考察 被 
提示 出 来 。 

3. 数学 概率 与 归纳 概率 

先 引 人 Cohen 理论 的 几 个 重要 的 术语 .PC) 和 PC,…… 一 ) 
分 别称 为 一 元 概率 函 子 〈functor) 和 二 元 概率 水 子 。 Cohen 
把 函 子 看 作 是 一 指 谓 函数 的 表达 式 ， 函 子 中 变 目 位 置 上 可 以 
填 人 适当 的 语句 或 亩 式 (predicable), 它 区 别 于 我 们 通常 使 用 
的 predicate, 前 者 是 一 表达 式 ( 注 意 ,Cohen 的 表达 式 不 是 名 
子 而 是 词组 ), 它 起 的 作用 是 作为 一 句子 的 沟 辑 谓词 “predi- 
cate” 是 表达 式 中 起 谓 述 作用 的 一 实际 出 现 , 所 以 为 了 区 别 起 
见 ,姑且 把 前 者 译 为 “ 谓 式 ”)， 因 为 他 的 概率 是 多 元 标准 的 ， 
所 以 变 目 位 置 可 以 根据 可 证 性 的 种 类 填 人 句子 ( 象 Carnap 远 
辑 ) 或 谓 式 ( 象 Reichenbach 逻辑 )。 
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Cohen 把 概率 概念 分 成 数学 概率 概念 (Px ) 和 归纳 概率 
概念 《P,/)， 数 学 概率 概念 在 结构 上 和 机 会 的 数学 演算 《the 
mathematical calculus of chance) 的 原则 是 一 致 的 。 例 如 合 
取 的 乘法 原则 ; P(A 人 B8,C) 一 P(A4,C)，P《B,A4 八 C) 和 否 
定 的 补 余 原则 : PC( 18,4) 一 1 一 P(B8,4)。Cohen 认为 完全 
性 作为 某 些 演绎 系统 的 性 质 ， 可 以 看 作 是 概率 补 余 性 的 极限 
情况 。 一 个 系统 称 为 完全 的 ， 如 果 任 一 公式 8 从 公理 可 证 
< 之 18 不 可 证 . 若 概率 表达 为 推理 可 靠 性 的 程度 , 则 从 4 证 
明 8 就 是 概率 的 极限 情况 , 即 PR(B，4) 一 1。 若 把 这 种 极限 
情况 看 作 是 可 证 性 在 完全 系统 的 特例 , 则 我 们 可 以 用 PC 18， 
A) = 0 来 描述 “从 4, 了 1B 不 可 证 ”的 情况 。 

归纳 概率 的 概念 和 数学 概率 的 概念 相 比 ， 在 结构 上 有 很 
大 的 不 同 .例如 它 有 完全 不 同 的 否定 原则 和 合 取 原 则 (这 个 我 
们 后 面 还 要 仔细 论述 ), 因 为 它 涉及 的 是 概率 的 可 比较 的 分 级 
或 有 序 的 分 级 ,而 不 是 定量 的 或 可 测度 的 分 级 ,因此 它 特别 适 
用 于 证 据 不 可 计算 或 不 可 测度 的 推理 领域 

Cohen 认为 把 概率 看 作 是 可 证 性 的 程度 ， 不 仅 能 说 明哲 
学 上 热 悉 的 各 种 各 样 的 概率 形式 (Reichenbach，Carnap，Sa- 
vage 等 )， 而 且说 明了 它们 通常 与 数学 上 的 概率 演算 的 原则 
是 一 致 的 。Cohen 认为 他 的 概率 概念 还 可 以 用 于 发 现 迄今 未 
加 分 析 的 概率 概念 ， 并 且 能 说 明 这 些 概 念 能 满足 一 些 相 当 不 
同 狼 语法 原则 ,特别 是 使 (18,4) 一 0 和 PC(B,4) 一 0 并 
存 ,并 且 当 PLB,A) > 0 时 ,通常 有 P( 18,4) 一 0。 也 就 是 
说 , 在 Cohen 可 证 性 的 意义 上 ,还 有 许多 证 明 系 统 是 不 完全 
的 ,使 得 在 类 似 的 概率 系统 中 ,有 可 能 同时 有 P(A4,8) 一 0 有 
PC 1A,B)= 0. 

这 里 希 竖 说 明 约 是 ,尽管 Cohen 指出 了 数学 概率 的 不 足 ， 
尤其 是 它 不 能 用 于 科学 理论 证 明 《〈 证 据 对 全 称 命题 的 假说 的 
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支持 ) 和 英美 法 律 体系 的 司法 推理 程序 等 领域 ,但 他 并 没有 抹 
杀 数 学 概率 的 作用 ， 认 为 它 在 自己 适用 的 领域 有 着 别 的 概率 
概念 不 可 取代 的 作用 ， 在 [13] ,他 提 到 : 本 书 的 中 心 论题 是 ， 
归纳 概率 概念 作为 人 类 理性 一 个 长 期 有 效 的 工具 ， 是 和 数学 
概率 概念 并 存 的 ， 它们 中 任何 一 个 都 不 能 根据 任何 可 能 的 四 
辑 分 析 方式 归结 为 另 一 个 。 在 我 们 实际 的 推理 中 ， 那 一 个 也 
不 能 永久 地 取代 另 一 个 ,因为 它们 担负 着 不 同 的 任务 。 








$2 ”Cohen 的 归纳 逻辑 的 语义 理论 


1. 归纳 支持 与 归纳 概率 

为 了 给 归纳 概率 的 概念 提供 合理 重建 ， 就 有 必要 首先 对 
归纳 支持 概念 提供 合理 重建 。 在 科学 实践 中 ， 人 们 往往 提出 
一 个 或 多 个 全 称 概括 句 形式 的 假说 ， 然 后 通过 观察 和 实验 搜 
集 支 持 假说 的 证 据 。 证 据 对 假说 的 支持 往往 不 是 演绎 关系 ， 
我 们 称 这 种 支持 为 归纳 支持 。 

归纳 概率 不 是 归纳 支持 的 特殊 形式 ， 区 别 这 一 点 是 很 重 
要 的 。 粗略 说 ， 一 个 一 阶 单 称 命题 $ 根据 另 一 证 据 尺 的 归纳 
概率 是 和 一 可 检验 的 全 称 条 件 量化 句 (z)(CR(x) > SCx)) 的 
归纳 支持 的 等 级 胃 辣 的 。 因 此， 归纳 支持 本 质 上 关注 全 称 条 
件 量化 句 ， 而 归纳 概率 则 关注 这 样 的 概括 句 〈 相 对 它们 的 前 
件 ) 的 代 人 特例 的 后 件 。 归 纳 概率 的 陈述 句 的 逻辑 语法 在 几 
个 重要 方面 不 同 于 归纳 支持 的 陈述 句 的 逻辑 语法 。 

考虑 可 以 从 关于 事件 的 全 称 条 件 句 得 到 的 那些 推理 规 
则 ， 例 如 ,规则 

(1) 从 乌云 出 现 推断 即将 下 两 
可 以 从 以 下 全 称 条 件 句 得 到 : 

(2) 对 于 任何 事件 , 若 它 是 乌云 出 现 的 事件 , 则 它 是 即将 
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下 雨 的 事件 。 

规则 (1) 显 然 要 依赖 相应 的 全 称 条 件 句 、2) 的 可 信赖 度 。 因 此 
要 估 值 形 如 规则 (1) 的 推理 可 靠 度 , 就 必须 首先 估 值 形 如 相应 
的 陈述 名 (2) 存 在 多 大 归纳 支持 。Cohen 认为 ,必须 首先 建立 
归纳 支持 的 理论 ， 来 盖 述 估 值 归纳 支持 的 规范 方法 和 关于 归 
纳 支 持 的 陈述 句 的 逻辑 结构 。 

2. 归纳 支持 理论 的 语义 基础 一 一 相干 变量 法 

为 了 给 归纳 支持 理论 商定 符合 科学 实践 的 语义 基础 ,Co- 
hen 提出 了 相干 变量 法 (the method of relevant variables) , 
对 一 科学 的 特定 领域 ， 相 干 变量 法 可 以 用 一 种 概括 形式 重建 
如 下 ; 

(1) 给 定 一 范畴 C 一 C1UC;, 其 中 Cl 和 C; 分 别 由 六 元 
谓 式 组 成 , C, 中 的 谓 式 互 不 相 容 (如 天 鹅 、 乌 鸦 ), C, 的 谓 式 
为 目标 调式 (如 白 的 , 黑 的 ). C, 中 任 一 元 与 C; 中 任 一 元 在 语 
言 中 相 容 。 给 定 一 范畴 C, C 的 可 检验 全 称 概括 条 件 句 已 构 
造 如 下 ; ”五 的 前 件 由 C, 中 的 元 素 和 个 体 变 元 组 成 的 原子 公 
式 或 多 个 这 样 的 原子 公式 的 合 取 构成 ， 瑟 的 后 件 是 C， 中 车 
干 个 元 素 和 个 体 变 元 组 成 的 原子 公式 对 真 值 联结 词 的 布尔 组 
合 ,例如 对 Ri,R2€ C1,51,52€ Ci,(xz)(C)CRi(z) 人 RiCy)) 一 
(Sr,y) 一 SCr,y)) 是 可 检验 概括 句 。 由 C 范畴 用 以 上 方 
式 构 成 钓 所 有 可 检验 的 全 称 条 件 句 的 集合 记 为 CG。 

(2) 相对 C ,一 情境 了 称 为 相干 情境 , 若 它 不 用 C 的 词汇 
来 问 述 , 且 它 的 出 现 至 少 证 伪 CG 的 一 元 素 。 例 如 “在 澳 大 利 
亚 " 就 能 证 伪 “ 所 有 天 忽 都 是 白 的 ”， 

(3) 任意 互相 并 列 、 互 不 相 容 的 相干 情境 集 构成 C 的 一 
相干 变量 。 包 含 在 一 个 相干 变量 中 的 相干 情境 称 为 这 个 相干 
变量 的 变 素 ， 例 如 ， 相 对 “所 有 渡 牙 都 是 黑 的 ”,{ 春 , 夏 、 秋 、 
冬 } ,在 交配 季节 、 不 在 交配 季节 } 都 是 相干 变量 。 若 防 相 干 
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变量 ;和 vi 至 少 有 一 些 变 素 的 可 能 的 组 合 构成 第 三 个 相干 
变量 vi《Sv; X v;)。 这样 的 w 称 为 复合 相干 变量 ， 否 则 称 
为 非 复合 的 。 相 对 C ,此 外 没有 别 的 相干 变量 。 . 

《4) C 的 相干 变量 序列 可 以 用 下 列 三 个 概念 定义 。 一 相 
干 变量 称 为 “ 极 大 的 ”， 若 它 是 在 并 列 且 不 相 容 的 关系 下 封闭 
的 相干 情境 集 。 一 相干 变量 称 为 “ 非 穷 举 的 ”， 若 存在 其 个 与 
该 相干 变 最 的 任何 变 素 都 不 相 容 的 不 相干 情境 ， 一 非 复合 相 
干 变量 称 为 “ 比 别 的 相干 变量 更 重要 ”， 落 它 在 C 的 范围 内 具 
有 更 大 的 证 伪 潜 力 。 

C 的 一 相干 变量 称 为 C 的 相干 变量 序列 的 基 元 ， 若 它 是 
非 复合 的 、 极 大 的 且 非 穷 举 的， 并 且 企 重要 性 上 不 等 于 其 他 
相干 变量 。 因 此 ,对 于 C ， 相 干 变量 的 一 公共 序列 〈common 
series) 定义 为 以 重要 性 相对 递 威 的 基 元 进行 排序 的 C 的 相干 
变量 集 。 

(5) 任意 HE CG 的 相干 变量 序列 是 C 的 公共 相干 变量 
序列 , 旦 使 得 该 序列 的 第 一 个 相干 变量 V, 把 右 的 前 件 描述 的 
谓 式 作为 它 的 唯一 元 ， 例 如 , 若 (x)( R(x) 一 5(x))e CG, 则 
V, be {R}. 

(6) 任意 HE CG 的 归纳 可 信赖 性 由 一 个 一 元 支持 函数 
Sc(。) 来 分 级 (为 了 简洁 ， 以 后 在 不 易 混 淆 的 地 方 省 略 脚 码 
C ,但 5S(。) 仍然 是 相对 某 个 范畴 而 言 的 ). 这 个 函数 根据 症 
的 相干 变量 序列 把 妃 映 射 到 i/n 上 (其 中 i 和 ww# 皆 正 整数 且 
1 和 n)， 具体 说 ,相对 HE CG 的 相干 变量 序列 ;V,,V,,……， 
V,,S(H) 之 i/n<> 对 所 有 x€E RV',H 搞 拒 了 zx 的 证 伪 , 即 
在 * 描述 的 正常 情况 下 没有 发 现 妃 的 反例 , 这 里 RV' 一 {x: 
xEV1X.…… XV; 且 x 在 物理 上 可 能 ， 其 中 V1,"……,V i 是 
电 的 相干 变量 序列 的 前 i 个 梳 干 变量 }。 

(7) 上 述 (6) 给 出 的 是 形 如 5《，) 吾 i/n 的 陈述 名 的 真 
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值 条 件 。 为 了 给 出 陈述 句 的 正当 性 条 件 〈justification-condi- 
tions)， 即 估 值 He CG 归纳 可 信赖 性 的 方法 ,我们 定义 一 
典范 检验 的 序列 ayp，…，zm. 给 定 HE CG 的 相干 变量 序 
列 : V1,V,,"…,V,， 就 有 一 相应 的 典范 检验 序列 mp，…， 
,其 中 # 由 实验 背景 (在 检验 态 时 所 做 的 一 系列 不 同 的 实验 
中 所 有 不 变 因素 的 总 和 ) 和 RV' 构成 。 对 于 HE CG, 在 进行 
二 时 ,对 任意 xeRV:, 的 前 件 条 件 的 各 特例 得 到 考察 ， 若 
EE 报道 ,这 些 前 件 对 吉 ( 或 对 za 十 1 入 区 成 立 , 并 且 旦 的 
后 件 被 满足 , 则 五 为 真 规范 我 们 断定 5(H) 之 i/n， 若 报道 
在 ayp， 或 二 的 一 个 场合 , 互 的 后 件 未 被 满足 , 则 EE 为 真 
就 规范 我 们 断定 SCH) < i/m。 这 样 ， 对 已 的 归纳 证 据 支 持 ， 
就 是 对 它 的 可 信赖 性 给 于 大 于 零 的 等 级 。 

(8) 假设 检验 结果 是 可 重复 的 (当然 是 在 允许 的 精度 
内 )， 若 从 巨 为 真 ， 用 上 述 方 法 既 推出 SC(H) > i/n 又 推出 
SCH) < i/n， 则 一 定 存在 一 个 没有 排 人 序列 的 隐藏 的 相干 变 
景 , 它 在 E 报 道 的 检验 中 一 直 起 作用 ,因此 我 们 需要 修正 H 的 
相干 变量 序列 ， 或 者 修正 假设 的 C 范畴 ， 即 引入 新 的 科学 概 
念 。 

(9) 若 给 定 巨 为 真 , 则 二 元 支持 函数 S(.…， 一 ) 能 使 我 
们 有 权 对 右 的 可 信赖 性 进行 分 级 EE 报道 玉 在 a,"… ,i 中 
通过 了 n,… ,ti >5(H,E) 之 i/n。 由 此 可 见 ,一 元 和 二 元 
支持 函数 不 是 测度 函数 而 是 分 级 函数 。 

(10) 对 适当 丰富 的 语言 ,可 信和 赖 性 分 级 的 方法 和 估 值 证 
据 支 持 的 方法 ， 可 以 扩充 到 检验 关于 因果 联系 或 定量 相关 的 
假说 。 这 时 规定 V 由 CG 中 所 有 句子 的 前 件 提 到 的 所 有 变 
素 组 成 ,并 且 构造 相应 的 更 复杂 的 检验 ([13],pp. 73 一 75). 这 
样 ， 当 aa 5， 0 对 应 Mil] 的 契合 法 时 , 所 能 对 应 差异 
法 (在 因果 假设 的 情况 下 ) 或 共 变法 〈 在 定量 相关 假设 的 情况 
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下 ). 

(11) 我 们 可 以 进一步 扩张 C¥ 一 C1U { 谓 述 相干 变量 
的 变 素 的 术语 }， 从 而 使 C 扩张 到 C*,CG 扩张 到 CG*。 这 
样 对 任 一 HE CG, 我 们 可 以 找到 一 适当 的 H* € CG* 使 得 当 
已 未 通过 问 时 , 把 证 伪 互 的 变 素 的 否定 插 人 互 的 前 件 ,或 者 把 
未 证 伪 瑟 的 变 素 插 人 五 的 前 件 ， 从 而 得 到 H*， 显 然 H* 能 抗 
拒 对 已 的 证 伪 。 例 如 对 (x)(R(x) 一 5(x))e CG, 在 中 恰 
被 VX 是 五 的 相干 变量 序列 中 第 二 个 相干 变量 的 第 三 个 
变 素 ) 和 V 的 某 组 合 证 伪 ， 则 下 列 扩张 形式 至 少 有 第 二 级 归 
纳 支持 

(zx)CRCD) NV > SCx)), (x)(R(x) NIV}— SC)), 

《12) 车 两 全 称 条 件 句 属于 不 同 的 范畴 (也 可 说 两 科学 假 
说 属于 不 同 的 研究 领域 ) ,一 般 说 ， 它 们 的 归纳 支持 等 级 是 无 
法 比较 的 , 即 对 于 不 同 的 范畴 ,它们 的 支持 函数 一 般 是 互相 不 
可 公 度 的 ， 

3. 相干 变量 法 和 可 能 世界 语义 模型 

Cohen 认为 他 的 系统 可 以 用 可 能 世界 语义 模型 来 解释 。 
对 具有 个 相干 变量 的 V, 和 目标 谓 式 的 任 一 特定 的 范畴 ,一 
逻辑 可 能 世界 w,《 相 对 CG) 受 到 另 一 可 能 世界 zw 的 齐 一 性 
制约 ( 若 用 RR 表示 这 种 制约 关系 , 则 Rwiwi,Cohen 也 称 R 是 
归纳 通达 关系 ) 拓 (1) 对 任意 HE CG，, 若 瑟 在 w, 上 为 真 ， 且 
被 例证 ， 则 互 在 w, 上 真 ,不 管 刀 在 w 上 空洞 地 真 ( 即 刀 的 前 
件 假 ) 还 是 被 例证 。 且 (2) 若 妃 在 w, 上 空洞 地 真 ， 则 妨 也 
在 w， 上 空洞 地 真 。 一 逻辑 可 能 世界 w 称 为 物理 可 能 世界 
Rww。 《其 中 w。 表示 现实 世界 )， 相 干 变量 序列 无 需 在 此 重 
新 定义 ， 但 一 情境 C (不 用 V, 和 目标 谓 式 的 术语 描述 ) 称 为 
相干 侣 存在 HE CG, 使 得 五 在 C 和 互 的 前 件 被 联 从 例证 的 其 
个 物理 可 能 世界 上 为 侵 ， 且 互 至 少 在 妃 的 前 件 被 例证 而 C 不 
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被 例证 的 其 个 物理 可 能 世界 上 真 。 一 物理 可 能 世界 w 称 为 
zn 世界 今 任 意 x€ RV: 在 w 上 被 例证 ， 一 物理 可 能 世界 ww 
称 为 ts 世界 各 对 每 一 np, 都 有 Rnzw, 且 任 意 x€ RV? 在 
妃 上 被 例证 ，…。 现实 世界 w, 和 每 一 1, 世界 包含 大 量 的 事 
件 ,使 得 ,的 变 素 和 其 他 相干 变量 的 0 个 或 多 个 变 素 的 每 一 
物理 上 可 能 的 组 合 在 这 些 世界 上 被 例证 。 并 且 对 所 有 i 和 j 
公安 力 ,都 有 Riiti 且 Riit 

因此 对 任意 HE CG 或 H 是 CG 中 有 限 元 素 的 合 取 ， 
口 H(i <“) 真 所 > 五 在 所 有 二 上 真 (不 管 是 空洞 地 真 还 是 被 
例证 )。 口 ‘H 真 志 > 昌 不 仅 在 所 有 ti(i <<。) 上 真 ， 而 且 还 
在 现实 世界 上 真 。 口 40 真 < 访 器 在 所 有 的 逻辑 可 能 世界 上 
真 。 对 任意 H¢ CG 或 不 是 CG 中 有 限 元 索 的 合 取 ，O'H 
真 伟 存 在 一 公式 1 使 得 口 !1 真 且 在 所 有 / 为 真 的 逻辑 可 能 世 
界 上 帮 真 。 

Cohen 认为 “…… 受 …… 的 齐 一 性 制约 "构成 了 归纳 可 通 
达 或 归纳 可 知 关系 ,这 关系 在 某 个 模型 的 某 些 世 界 之 间 成 立 ， 
而 在 另 一 些 世 界 之 闻 不 成 立 。 因 为 这 个 关系 是 传递 ， 自 返 且 
不 对 称 的 ， 所 以 对 上 述 非 形 式 的 表述 给 予 适当 的 形式 化 就 是 
对 C. 1 Lewis 的 模 态 系统 5, 的 概括 。 

因此 HE CG 的 先 验 归纳 概率 (等 于 归纳 可 信赖 性 ) 可 以 
看 作 是 五 的 归纳 适 域 (range)》 的 排 级 ,而 Carnap 的 关于 -一 
命题 的 先 验 数学 概率 可 以 看 作 是 该 命题 的 过 辑 适 域 的 测 鉴 ， 
五 的 归纳 适 域 由 玉成 立 的 那个 最 完备 的 物理 可 能 世界 《最 筷 
等 级 的 相干 事件 世界 ) 来 排 级 ， 而 一 命题 的 逻辑 适 域 由 指派 
给 此 命题 成 立 的 各 逻辑 可 能 世界 的 赋值 的 总 和 来 测度 ， 因 
此 ，Cohen 认为 他 的 逻辑 着 眼 于 可 能 世界 在 物理 上 确定 的 
质 ,而 Carnap 等 人 的 逻辑 着 眼 于 这 些 世 界 在 逻辑 -语言 上 确 
定 的 量 。 这 就 是 两 种 逐 和 办 为 何 最 终 不 同 的 根本 原因 ， Cohen 
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认为 他 自己 的 逻辑 对 自然 科学 中 的 实验 推理 提供 了 一 种 更 好 
的 去 还。 

4. 归纳 支持 与 数学 概率 的 不 可 公 度 性 (incommensurabi- 
Jity) 

根据 上 述 归纳 支持 理论 ,显然 可 以 得 出 一 重要 的 推论 : 既 
使 当 E 和 石 (全 称 条 件 名 ) 矛 盾 时 ,也 可 能 有 S(H,E) > 0, 这 
是 内 为 互 可 以 报道 妃 通 过 #* 但 没有 通过 i (后 面 的 公理 化 
系统 也 能 证 明 该 结果 )。 从 这 里 至 少 可 以 得 出 ,二 元 归纳 支持 
孙子 和 二 元 数学 概率 函 子 的 逻辑 语法 不 同 ,因为 对 于 后 者 , 若 
E 和 矛盾, 则 Puv(H,E) 一 0。 

因此 可 以 证 明 上 述 归纳 支持 的 任何 概念 不 仅 不 是 数学 概 
率 本 身 , 而 且 不 是 数学 概率 的 任何 函数 , 亦 即 归纳 支持 概念 的 
逻辑 语法 不 能 以 任何 方式 归 约 为 概率 的 数学 演算 。 下 面 就 是 
Cohen 的 证 明 。 

假设 S$(H,E) 的 值 是 关于 瑟 和 的 数学 概率 的 函数 , 其 
中 HH 和 在 数学 概率 演算 中 是 可 表达 的 。 易 证 ， 对 任意 瑞 和 
EE, 当 1>Pux《E) > 0 时 ,我 们 有 (i)Pux( "iH,E) 和 Pu “1H) 
分 别 是 PyXH，E) 和 Py(H) 的 函数 ; Pv(HA 人 E,，H) 是 
Pu(E, 昌 ) 的 函数 ， Px《(H 八 E,E) 是 Py(H,E)》 的 函数 ，Py 
CHAE) 是 Pyx(H) 和 Pux(E,H》 的 洋 数 。(ii) 根据 概率 的 
数学 演算 ， 当 Pu(E) > 0 时 , Pu(H, E) 一 Py(E, H)， 
PuCH)/PuCE), (iii) Pu(H, HAE)= PE, HAE)= 
1。 因为 站 和 和 是 功能 完备 的 ， 所 以 对 任意 H, E， 若 1> 
Pu《E) >0, 则 相对 S(,E)， 只 需 考虑 Pu(E,H), Pu(H) 
和 Pu(E). 

现 考虑 两 逻辑 上 互相 独立 的 全 称 条 件 名 有 H 和 H ， 使 得 
Pu(H) 一 Puw(E)， 令 已 报道 检验 二 (在 二 下 五 被 证 擅 , 末 却 
通过 ) 和 zx 二 i, 在 #4 下 H 被 证 伪 ); 则 1 > Pyx(E) > 0, 且 
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8( 厅 ，FE) > S(H，E)。 因 为 B 和 瑟 , H' 都 矛盾 , 并且 
PulH) Pu(H’), 所 以 PulE, H)= Pu(E, H') 一 0. 因 
此 吾 和 HH 的 归纳 支持 等 级 不 同 ， 而 我 们 所 考虑 的 每 一 对 数 
学 概率 相同 .这 就 得 出 ,对 任意 五 和 已; 当 1>Pu(E)>0 时 ， 
5(H,E) 不 是 Pu(E,H),Px《H) 和 Pu(E) 的 函数 。 因此 
归纳 支持 和 数学 概率 不 可 公 度 。 


$ 3 ”归纳 支持 分 级 的 公理 化 系统 


Cohen 的 系统 是 用 语法 的 元 语言 建立 起 来 的 ， 相 对 每 一 
特定 种 类 的 对 象 语言 ,这 种 元 语言 统一 描述 形成 规则 ,公理 和 
推广 规则 ， 对 象 语言 用 于 不 同 的 科学 研究 领域 ,对 这 些 领 域 ， 
不 同 序列 的 相干 变量 和 与 之 对 应 的 归纳 支持 函数 和 归纳 概率 
函数 (后 者 在 $4 讨论 ) 都 是 恰当 的 ， 因此 ,各 种 对 象 语言 在 它 
们 非 逻辑 术语 的 数量 和 本 性 上 ， 在 它们 能 够 表达 的 归纳 支持 
或 归纳 概率 的 分 级 的 数量 上 ， 可 以 是 互相 不 同 的 。 但 是 它们 
全 都 具有 可 以 用 单一 的 语法 的 元 语言 来 描述 的 相同 的 逻辑 
术语 ,相同 的 逻辑 原则 。 

现在 我 们 表述 Cohen 系统 。 

1. 元 语言 符号 

(1) *,y，zyxis》yzi5 表示 对 象 语言 中 的 个 体 符 号 . 若 
它们 在 公式 中 的 出 现 不 是 约束 的 , 则 假设 它们 什么 也 没 表 示 

(2) 2，R，3， Q1, … 表示 一 阶 思 元 谓词 符号 。 若 它 
们 在 公式 中 的 出 现 不 是 约束 的 ， 则 假设 它们 描述 了 科学 研究 
领域 的 一 个 特性 〈 就 象 如 $2 中 提 到 的 C 范畴 中 的 亩 式 或 目标 
谢 式 )。 

(3) 人 ,和 ,3,(,), 是 自 指 的 ， 其 中 T ,入 在 对 象 语言 
分 别 具 有 它们 通常 的 解释 ,作为 否定 和 合 取 的 记号 ,3 表示 存 
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在 量词 ,(, ) 是 括号 。 

(4) 口 表 示 模 态 算 子 常 元 和 变 元 。 在 任何 一 种 对 象 语言 
中 ， 模 态 算 子 常 元 是 根据 不 同 的 数码 上 标 来 互相 区 别 。 在 元 
语言 中 , 口 “ 表 示 对 象 语言 的 一 特 指 的 模 态 算 子 ， 即 具有 最 六 
上 标的 模 态 算 子 。 口 4 妃 可 以 解释 为 : 已 逻辑 真 或 分 析 真 ,也 
可 以 理解 为 晴 具 有 人 逻辑 必然 性 。 口 表示 上 标 。 最 接近 4 的 
模 态 算 子 , 也 可 以 解释 为 : 命题 且 具 有 完全 的 归纳 可 信赖 性 ， 
假定 五 的 相干 变量 的 数目 仅 有 。 个 且 妃 通过 2， 则 称 妃 具有 
完全 的 归纳 可 依赖 性 。 口 'H(i 二 。) 可 以 解释 为 命题 玉 被 赋 
于 某 个 低 于 完全 归纳 可 信赖 性 的 等 级 ， 

Cohen 认为 : 当 从 R 到 5 的 推理 的 规则 越 来 越 接近 自然 
规律 (有 时 Cohen 把 口 'H 看 作 五 是 一 自然 规律 ) 时 ,根据 R， 
$ 的 归纳 概率 也 越 来 越 高 ， 而 归纳 概率 就 是 对 自然 必然 性 的 
分 级 。 这 就 是 为 何 用 一 种 模 态 逻辑 的 形式 系统 来 表示 是 恰当 
的 。 相应 地 , 对 于 这 个 形式 系统 ， 一 可 能 世界 的 模型 可 以 看 
作 是 表示 与 相干 变量 法 一 致 的 受 控 实验 的 结构 ([14],p.65)， 

在 特定 的 研究 领域 ， 每 一 恰当 的 估 值 归纳 支持 方法 的 工 
作假 说 , 都 应 规定 一 确定 的 有 穷 的 相干 变量 序列 。 但 是 从 本 
体 论 的 观点 来 说 ,总 存在 逻辑 上 的 可 能 ,使 相干 变量 的 数目 是 
可 数 无 穷 的 。 因此 在 描述 的 各 对 象 语言 中 , 我 们 除了 假设 存 
在 某 个 只 能 表达 不 同 的 有 穷 数 目的 归纳 支持 等 级 的 对 象 语言 
外 ， 还 假设 存在 某 个 能 表达 可 数 无 穷 个 不 同 的 归纳 支持 等 级 
的 对 象 语言 。 此 外 可 以 令 4 一 2,e 一 1， 初始 模 态 算 子 具有 
的 最 低 上 标 为 1/2, 并 且 假 定 , 若 存在 上 标 为 r/(r 十 1) 的 
模 态 算 子 常 元 , 则 还 存在 一 上 标 为 〈(r + 1)/(r 十 2) 的 模 态 
算 子 常 元 ， 直 到 我 们 所 需要 的 模 态 算 子 常 元 序列 的 最 高 上 标 
低 于 。。 若 这 些 上 标 小 于 1 的 模 态 算 子 常 元 根据 上 标 数 的 大 
小 排列 起 来 , 就 有 口 岂 , 口 *”, 口 *,…, 则 口 “ 有 4 表示 五 至少 
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存在 第 一 级 归纳 可 信赖 性 ， 口 ”3H 表示 五 至 少 存在 第 二 级 归 
纳 可 信赖 性 ， 以 此 类 推 ， 因 此 归纳 可 信赖 等 级 可 以 充分 地 由 
这 样 的 上 标的 分 子 来 表示 。 相 干 变量 的 数目 #* 和 正 支 持 等 级 
(大 于 0) 由 ( 除 4 和 <。 之 外 的 ) 最 高 上 标的 分 母 和 分 子 来 表 
示 , 若 存在 这 样 一 个 上 标 ,否则 就 用 co 表示 。 因 此 这 样 的 分 数 
上 标 所 起 的 作用 只 是 作为 一 种 方便 的 概念 装置 。 

模 态 算 子 变 元 用 口 *, 口 *，… 表示 。 若 对 象 语言 具有 有 
穷 个 模 态 算 子 常 元 ， 就 可 以 完全 省 略 模 态 算 子 变 元 的 概念 。 
但 是 ， 因 为 某 些 对 象 语言 被 认为 具有 可 数 无 穷 个 模 态 算 子 常 
元 ,所 以 统一 地 构造 能 处 理 所 有 这 样 的 对 象 语言 的 逻辑 ,并 且 
在 它们 每 一 个 中 引 人 模 态 算 子 变 元 将 是 方便 的 。 

为 了 方便 ,在 本 系统 中 统一 使 用 4 和 ww 来 表示 个 体 符号 、 
谓词 符号 和 模 态 算 子 变 元 , 除非 男 作 规 定 。 例 如 (WH 一 H 
可 以 统一 表示 ( 口 *)H 一 H, (x)H 一 H 和 (R)H 一 HH. 

2. 形成 规则 

(1) R(x1,"…*,xm) 是 原子 公式 ,其 中 R 是 因 元 谓词 。 

(2) 若 4;,B 是 公式 , 则 4,4NAB， 口 4,(3ar)4 和 
( 习 R)4 都 是 公式 。 

(3) 若 4 是 公式 ，B 只 是 在 下 列 方面 与 4 不 同 : 4 中 有 
口 ' 出 现 的 一 个 或 多 个 地 力 , 8 中 有 口 * 出 现 , 则 (3D*)B 也 


是 公式 。 
今后 我 们 用 5E,F,G,1,J 等 来 表示 公式 。 
3. 定义 
除了 通常 对 V ,一 , < 一 的 定义 ,还 有 
(HE 113) 1H, (6.1) 
(H—')AED'(H — /), (6.2) 
(Heo—’1)AE(H => DA =H)), (6.3) 


09'HE ID 1H, (6.4) 
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PHADIHV 口 扫 . (6.5) 
今后 用 口 ' 和 口 江 一 地 表示 任何 初始 模 态 算 子 常 元 或 品 。 一 
元 和 二 元 归纳 支持 函数 5C")，5(……, 一 ) 可 以 根据 上 下 文 
自 指 地 引入 。 在 存在 * 个 等 级 的 归纳 可 信赖 性 和 0 <i< 
的 条 件 下 ,根据 上 下 文 把 $(.) 定义 为 


S$(H) > iEO'H, (6.6) 
S$(H) <iAE (5S(H) 7), (6.7) 
SCH) < iE Dih, (6.8) 





其 中 当 i ==0 时 ,1 一 1/23 当 i 之 0)=r/(r 十 1) 时 ， 
j= 《7 十 让/(r 十 2); 当 i 二。 时 , j = d《 即 通过 否认 运用 
更 高 上 标的 模 态 算 子 常 元 来 断定 及 的 可 信赖 性 不 高 于 某 个 等 
级 )。 
SDH) 二 SC 会 ( 口 5)( 口 2 —» DO*H). (6.9) 
在 具有 有 穷 数 目的 模 态 算 子 常 元 的 对 象 语言 中 可 以 用 下 列 
有 穷 合 取 来 置换 (6.9): 
(S$S(1)0—> S(H)20)A(S(1) 三 1/2 S(H) 
> 1/2) 和 人 .…:A(SCD) 2 no 1)/n—> SCH) 
> (2 一 1)/a)ACGSC) > 一 SG) 2 ¢), 
S(H,E) > ie(E — ‘OD'H), (6.10) 
S(H,E) <iAE I(E — ‘OiH), (6.11) 
其 中 i 和 j 的 关系 如 (6.8)， 
SC(H,E) > 5(1,F)AE(O*)CF > OI) 
>(E ~ ‘0O*H)). (6.12) 
一 元 定理 是 一 断定 , 它 具 有 这 样 的 形式 : “H 是 可 证 的 ”， 
可 以 缩写 为 “FA 。 
4. 公理 模式 和 推理 规则 
， ”注意 : 对 正规 模 态 逻 辑 8, 的 概括 ， 我 们 需要 〈6.13) 一 
《6.15),〈6.19), 而 (6.23) 一 (6.28) 是 和 标准 量化 原则 一 致 的 。 
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若 妃 是 重 言 式 及 其 代 人 特例 , 则 上 万 ， (6.13) 


若 绪 H 且 厂 H 一 了 1, 则 于 1， (6.14) 
若 三 韭 , 则 绪 口 44， (6.15) 
车厂, 则 玉 QiH, 其 中 0<i<e， (6.16) 


一 (4D 一 (DH 一 ' 口 1), 其 中 0<i,， (6.17) 
FC(H=1) 一 (DH 一 口 1)， 其 中 0<i<e,，(6.18) 

















FDOiH 一 口 H, 其 中 i <j， (6.19) 
上 广 口 性 一 月， (6.20) 
上 F 口 H 一 口 ((x)H, 其 中 0 之 i， (6.21) 
FOD’H— (R)H, (6.22) 
一 HH 一 (w)H, 其 中 «在 玉 中 不 自由 出 现 ， (6.23) 
FF(wWA—>H, (6.24) 


其 中 , 若 (1)H 与 4 相同 ,除了 A4 有 ww 自由 出 现 之 处 ,有 H 有 ;或 
及 或 口 !(0 < 委 e) 自由 出 现 ,并 且 (2) 若 在 4 的 形 如 口 'G 
或 口 *G 的 子 公 式 中 有 * 的 任意 自由 出 现 , 则 瓦 是 从 4 用 ?处 
处 代 人 上 述 * 得 到 的 公式 使 得 ?是 自由 出 现 且 》 不 同 于 
《xz)4 中 自由 出 现 的 个 体 符号 。 
[一 CoC4 一 B) 一 ((O4 一 (0)B)， (6.25) 

其 中 4,8 是 公式 (可 以 包含 自由 出 现 的 口 *, 口 *,*…*)， 

若 睹 昌 , 则 线 (x)1， (6.26) 
其 中 ! 与 瓦 相同 , 除 了 在 五 有 >》 自由 出 现 之 处 , 1 有 > 自由 出 
现 。 

若 上 尹 , 则 FCR)17， (6.27) 
其 中 1 与 有 H 相 同 , 除 了 在 肆 有 5 自由 出 现 之 处 ,及 有 R 自由 出 
现 。 

若 片 H， 且 五 中 口 { 出 现 (0 二 i ce)， 并 且 若 对 昌 中 
口 ' 出 现 的 某 些 地 方 和 对 于 所 有 i 使 得 0 < j 委 ;有 HGC， 
其 中 G 和 五 相同 , 除了 在 上 述 地 方 G 有 口 ! 自 由 出 现 , 则 
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(DOD*)4, (6.28) 
其 中 4 与 五 相同 , 除了 在 上 述 地 方 有 口 * 自由 出 现 . 
Cohen 在 [15] 和 [13] 证 明了 几 百 个 定理 , 我 们 在 此 只 举 
几 个 我 们 感 兴趣 的 定理 。 
定理 6.1 一 元 归纳 支持 的 特殊 否定 原则 
5(H)>0— 5(71H) -0. 
注意 该 定理 与 数学 概率 演算 的 相应 定理 的 不 周 之 处 。 
定理 6.2 一 元 归纳 支持 的 特殊 合 取 原则 
SC(H)>0AS(1)>0— SC(HAI) > 0。 
定理 6.3 二 元 归纳 支持 的 特殊 否定 原则 
OE—(S(H,E)>0— §( 8,E)= 0). 
此 原则 可 以 与 Carnap 的 定理 3.13(8):c( "4, e)==1 一 
c《h,e) 相 比 较 。 
定理 6.4 二 元 归纳 支持 的 特殊 合 取 原则 
SCH,E)>0NS(1,E)>0— SCHAI,E)> 0., 
定理 6.5 ”二 元 归纳 支持 的 一 般 合 取 原则 
SCH,E)2> S(1,E)— S(HAI, E) = 5(1,E). 
定理 6.6 ((E < 一 > PR) 人 (HH 一 1)) 一 SCH，E) 一 
SC1F), 其 中 :ee 委 7 





$ 4 “归纳 概率 分 级 的 公理 化 系统 


1. 归纳 概率 与 数学 概率 之 间 菜 些 逻 辑 上 的 差别 

二 元 归纳 概率 函数 P 和 二 元 数学 概率 函数 Pw 在 逻辑 语 
法 上 存在 的 一 个 重要 差别 是 ， 前 者 在 变 目 位 置 上 的 命题 在 道 
和 否 变换 下 函数 值 保持 不 变 ,而 后 者 则 不 然 ( 在 这 点 上 ,归纳 支持 
的 逻辑 语法 与 数学 概率 函数 的 膛 辑 语法 相同 ). 因 为 (x)(R 一 
3) 逻辑 等 值 (x)( 13 一 1R)， 并且 逻辑 等 值 的 命题 有 要 
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同 的 归纳 可 信和 赖 等 级 ， 所 以 对 归纳 概率 函数 ， 相 应 的 概括 名 
的 前 后 件 的 可 信赖 性 在 逆 否 变换 下 不 变 ， 即 对 任意 5 和 R， 
PK(S,R) 一 Pk 1R, 1S) (参见 后 面 定理 6.10), 而 Pu(3， 
R) 不 一 定 等 于 Pu( 1R, 7115), 除 非 Px( $5, R) 一 1 (参见 
[21,435)。 对 支持 函数 ，S(H,1) 不 一 定 等 于 5S《 41, 1H)， 
除非 六 CH< 一 ”1), 其 中 i 之。, 可 参见 定理 6.6。 

归纳 概率 和 数学 概率 的 另 一 个 重要 差别 在 于 一 元 和 二 元 
函数 之 间 的 关系 。 在 归纳 支持 系统 中 ,我 们 有 下 列 定理 : 

S((x)(R(x) —> S(x))) > 5S((xr) 1R(x)) 





和 
S((x)CR(#) — 5(x))) > SC) 5 (x)), 

于 是 根据 $2 的 有 天 内容， 就 有 PK3S，R) > PTR) 和 
PKS, RR) 之 PKS), 其 中 R 一 S$ 是 (x)R(x) 一 5(x) 的 
代入 特例 ， 这 类 似 于 所 谓 的 真 值 函 数 蕴 活 悖 论 ， 但 是 ， 虽 然 
归纳 概率 的 这 些 原则 不 同 于 数学 概率 或 归纳 支持 的 相应 的 原 
则 ,但 它们 却 不 是 悖 论 . 内 为 人 1》, 根 据 $2 的 2. 的 (1) 的 定义 ， 
形 如 (x)R(x) 的 概括 句 不 是 可 检验 的 ， 因 此 这 样 的 概括 名 
不 能 用 通常 的 方式 得 到 归纳 支持 ,只 有 左 相 当 特殊 的 情况 中 ， 
由 于 它 和 别 的 概括 名 的 逻辑 关系 ， 才 能 获得 归纳 支持 。 因 此 
在 正常 情况 下 ， 我 们 应 该 有 P,( 1R) 一 0， 且 我 们 不 能 从 
PK3,R) 之 PTR) 得 出 PKS,R) 的 值 .(2), 从 P15) 一 
SC3),，PKS,R) 之 PKS) 推出 ， 若 5 在 任何 场合 都 有 一 定 
的 归纳 支持 等 级 (这 我 们 能 从 适当 的 实验 和 观察 中 得 到 )， 则 
5 根据 任何 相关 的 证 据 ， 至 少 具有 这 种 等 级 的 归纳 概率 。 然 
而 ,虽然 当 PMKR)>0 时 ，PxS) 一 0 蕴涵 PS,R) 一 
0, 但 是 对 于 归纳 概率 (或 归纳 支持 ) 却 没有 相应 的 原则 存在 。 
这 是 因为 P,(5) 一 0 蕴涵 的 只 是 不 存在 先 验 的 归纳 理由 来 
相信 5S， 而 不 是 蕴涵 存在 相信 15 的 先 验 的 归纳 理由 ， 若 我 
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们 需要 一 个 特定 的 理由 ,依靠 归纳 根据 来 期 望 S , 则 我 们 完全 
可 以 有 理由 有 Pi($) 一 0 且 PKS,R)>0。 

第 三 个 重要 区 别 是 归纳 概率 和 数学 概率 的 合 取 原则 ,这 
是 由 于 归纳 支持 和 数学 概率 的 合 取 原则 存在 巨大 的 差别 。 归 
纳 概率 的 合 取 原则 直接 来 自 归纳 支持 的 合 取 原则 ， 形 式 上 也 
与 它 一 致 : 

若 Pi(S,,R) 之 Pi(S,,R), 

则 Pi( S$,M 5,,R) ~ PS,,R). (6.29) 

第 四 个 重要 区 别 是 否定 原则 。 归 纳 概 闪 的 否定 原则 是 非 
补 余 性 的 。 假定 5, 和 5, 是 互相 矛盾 的 , 且 PS，R) 之 
P15,,R) 之 0， 根据 (6.29), 对 自 相 矛 盾 的 合 取 式 , R 给 出 蘑 
个 非 零 的 概率 等 级 。 因 为 这 样 的 合 取 的 否定 是 重 言 式 ， 所 以 
根据 逆 否 变换 ,存在 R 为 假 的 先 验 概率 : 

若 P/(S,R) 之 ijn, 且 P/( 11S,R) 之 i/n, 则 

Pi( IR) 过 im。 (6.30) 
令 让 二 1 和 送 换 ,我 们 就 得 到 归纳 概率 的 否定 原则 : 

若 P(3S,R)>0 且 PITR)=0, 则 PS,R) 一 0。 
这 非常 类 似 归纳 支持 的 否定 原则 (定理 6.3), 也 只 有 该 原则 才 
说明 归纳 概率 是 作为 不 完全 系统 的 可 证 性 的 分 级 。 

大 概 有 人 会 因为 根据 某 证 据 ， 归 纳 概 率 给 自我 矛盾 的 命 
题 以 非 0 值 而 提出 异议 ,认为 这 太 不 符合 直观 。 Cohen 认为 
这 种 反对 意见 是 完全 错误 。 因 为 ， 首 先 自我 矛盾 的 命题 的 先 
验 概率 的 确 为 0， 但 在 归纳 有 逻辑 中 ， 为 0 的 先 验 概 率 不 能 硬 
性 规定 为 0 的 后 验 概 率 ， 因 为 归纳 概率 函数 只 是 对 证 据 的 权 
作出 评价 ([13],pp. 36 一 39). 第 二 ,(6.30) 表 明 的 只 是 二 元 归 
纳 概率 逻辑 中 通过 归 廖 法 论证 的 有 逻辑 原则 的 概括 形式 ， 就 象 
先 假 没 存在 最 大 素数 ,然后 推出 矛盾 ,从 而 证 明 不 可 能 存在 最 
大 素数 那样 。 








*，159。 





此 外 ，Cohen 在 [13] 中 还 证 明了 P,(5, RR》 不 可 能 是 
Pu(R,S)，Pu《(§5) 和 Pu(R) 的 某 个 水 数 ， 从 而 证 明了 归 
纳 概率 和 数学 概率 之 闻 也 是 不 可 公 度 的 。 

2. 归纳 概率 分 级 的 公理 化 系统 

据 前 述 ， 归 纳 概率 概念 是 依赖 于 归纳 支持 概念 的 ， 所 以 
Cohen 建立 的 公理 化 的 归纳 概率 系统 就 是 在 52 给 出 的 系统 
中 做 如 下 增补 : 为 了 引信 二 元 概率 函 子 , 用 caCaywm,……) 和 
B(B1,P,,*…*) 来 表示 不 含 口 和 量词 的 公式 ， 在 下 面 的 定义 中 ， 
它们 表示 ,任意 个 体 符号 在 _ mo， … 有 一 次 或 多 次 出 现 捕 > 
它 在 Am … 也 有 一 次 或 多 次 出 现 ， 














Pi(a;8) 二 ;会 8(8 一 c) 之 放 (6.31) 
Pi 是 归纳 概率 算 子 ,为 了 简略 以 后 省 去 脚 码 。 另外 
P(a) > iA(P(a,aV To) 三 门 , (6.32) 


一 元 和 二 元 归纳 概率 函数 的 其 它 定义 类 似 前 面 关 于 归纳 支持 
的 定义 ,只 是 对 二 元 归纳 概率 函数 ， 要 注意 变 目 取 值 应 是 a， 
p， 
下 面 我 们 列举 几 个 重要 的 定理 : 
定理 6.7 一 元 否定 原则 
Pla)> 0— P( Ta) = 0, 
定理 6.8 一 元 后 承 原则 
- (om 一 “om) 一 PCw) Pn)., 
定理 6.9 一 元 合 取 原则 
Plm)> Plm) > PlmNm) = Pla), 
定理 6.10 ” 逆 否 原则 
Pla,p) = P18, 1o). 
定理 6.11 二 元 合 取 原 则 
Pl(a,8) 2 Plo,8) 一 P(a 人 asp) 一 Pha,p). 
由 此 可 见 Cohen 的 归纳 概率 语法 系统 不 过 是 他 的 归纳 
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支持 语法 系统 的 保守 扩张 。 

可 以 证 肖 车 标准 二 阶 量化 理论 是 一 致 的 (这 一 点 在 A. 
Church “Introduction to Mathematical Logic”, (1956), 
Vol. 【 已 证 明 ), 则 Cohen 的 系统 也 一 致 。 为 了 把 上 述 系统 
中 的 公式 解释 成 标准 其 化 理论 的 公式 ,只 要 在 每 一 公式 中 ,用 
(RCR2)-…-《R,)Cr)(x,)…*(xm)4 去 置换 口 ':4 或 品 *4 的 
每 一 次 出 现 ( 这 里 的 RoyR Razoxz zw 是 A 中 所 
有 自由 出 现 的 谓词 和 个 体 变 元 ), 用 (3y)4 来 置换 (30D*)4 
的 每 一 次 出 现 (这 里 的 y 在 4 中 不 自由 出 现 )。 这样， 我 们 有 
(6.13),《6.14),《6.23) 一 (6.27) 作 为 公理 或 规则 就 足够 了 ， 因 
为 其 余 的 都 可 以 从 上 述 公 理 或 规则 推出 ，。 

总 之 ，Cohen 对 归纳 逻辑 的 建立 作 了 新 的 探索 , 建立 了 
前 在 刻 划 消除 归纳 法 〈Carnap，Reichenbach 等 人 的 归纳 逻 
辑 主要 刻 划 枚 举 归纳 法 ) 的 寞 态 归 纳 丈 辑 , 这 样 的 工作 是 有 益 
的 。 但 整个 来 说 ,他 的 工作 还 十 分 粗糙 ,主要 缺陷 表现 在 : 他 
的 作为 语义 模型 的 相干 变量 法 既 繁 珊 又 含混 ， 不 能 令 人 满意 
地 解释 他 的 公理 化 语法 系统 。 由 此 使 人 无 从 考虑 完全 性 定 
理 ， 看 来 建立 简单 而 又 解释 力 强 的 形式 语义 模型 ， 以 至 语义 
学 ,并 且 相应 地 建立 反映 科学 实验 中 的 归纳 推理 形式 (主要 是 
消除 归纳 法 ) 的 形式 语法 系统 仍 是 归纳 有 逻辑 学 家 今后 要 做 的 
工作 。 
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第 七 章 “ 模 态 归纳 逻辑 (下 ) 
Burks 的 因果 陈述 名 多 辑 





A，W. Burks 的 因 打 陈述 名 逻辑 也 是 一 种 模 态 归纳 逻 
和 辑 。 和 Cohen 的 区 辑 类 似 ， 因 果 陈 述 句 逻辑 也 用 一 种 概括 
了 的 模 态 逻 辑 系统 作为 自己 的 语法 系统 ， 且 对 该 系统 的 基本 
概念 ， 即 必然 算 子 作 了 归纳 意义 的 解释 。 我 们 知道 因果 关 杀 
和 消除 归纳 法 有 密切 的 联系 ，F. Bacon, J. S，Mill 和 D. 
Hume 都 看 到 了 这 一 点 。Bacon 和 Mill 通过 对 因果 关系 的 
分 析 建 立 了 古典 归纳 逻辑 (其 核心 是 Mill 的 求 因果 关系 五 
法 : 契合 法 .差异 法 ,契合 差异 并 用 法 、 共 变法 和 剩余 法 )， 而 
Hume 则 从 否定 性 的 方面 对 因果 关系 和 归纳 推理 作 了 深入 的 
分 析 , 他 的 分 析 如 此 深刻 ,以 致 后 人 把 如 此 产生 的 归纳 问题 称 
为 休 席 问题 。Burks 继承 了 Bacon 和 Mil 的 传统 , 运用 模 
态 罗 辑 、 概 率 演算 和 其 他 现代 知识 重新 雳 察 了 因果 关系 和 归 
纳 法 的 联系 ,建立 了 到 果 陈 述 句 远 辑 , 为 建立 合理 刻 划 因果 关 
系 的 模 态 归纳 逻辑 做 了 有 益 的 探索 . 

本 章 $1, 我 们 介绍 和 分 析 Burks 的 因果 陈述 名 逻辑 的 语 
法 系统 。$2，, 讨 论 Burks 给 出 的 两 个 初步 的 解释 : 逻辑 解释 
和 具体 解释 ,在 $3, 我 们 介绍 和 讨论 Bursk 的 归纳 理论 。 在 
那里 Burks 力图 把 因果 必然 性 和 归纳 概率 联系 起 来 ,并且 探 
讨 了 归纳 概率 和 因果 陈述 句 有 逻辑 的 联系 。 

Burks 的 模 态 归纳 逻辑 内 容 十 分 丰富 ， 我 们 在 此 受 篇 幅 
的 限制 ,介绍 和 讨论 部 非常 概要 , 有 兴趣 的 读者 请 参见 [16]， 
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$ 1 因果 陈述 句 逻辑 的 语法 系统 


什么 是 因果 陈述 句 ? 我 们 先 来 看 一 个 例句 : 
若 这 只 戒指 (~) 是 金 的 (G) 且 把 它 置 于 王 水 (4)， 

则 它 将 深 解 (D)。 (7.1) 
显然 《7.1) 是 化 学 中 的 真 陈述 名 , 因此 是 一 个 经 验 真 的 陈述 
句 。 若 把 (7.1) 看 作 是 一 个 实质 蕴 洱 句 , 则 (7.1) 可 以 形式 化 为 
“G(r)A 人 A(r) 一 D(r)”. 因为 “1ACr) 一 (G(r) 信 AC7)— 
D(r))" 是 普遍 有 效 式 , 所 以 “GCr) 信 ACr) 一 DCr) "可 从 该 戒 
指 不 放 入 王 水 的 假设 (“1A(r) 中 推出 , 但 在 实际 过 程 中 ( 例 
如 在 化 学 中 X7.1) 显 然 不 能 单 从 “了 14(r)” 中 得 到 ,因此 (7.1) 不 
能 看 作 是 实质 蕴涵 句 。 因 为 (7.1) 不 是 逻辑 真 的 ,所 以 把 (7.1) 
看 作 是 严格 蕴涵 句 也 是 不 合适 的 。 可 见 ,(7.1) 是 一 种 新 型 的 
蕴涵 句 , Burks 称 它 为 因果 蕴涵 句 , 由 于 这 种 列 涵 句 与 因果 必 
然 性 相关 ,因此 Burks 认为 有 必要 建立 一 种 逻辑 来 研究 它 。 

Burks 的 因果 陈述 句 逻辑 的 初始 符号 分 为 两 类 : 常 元 和 
变 元 ， 逻 辑 常 元 是 真 值 联结 词 * "1" 和“V”, 左 右 括号 “(”,“)” 
(用 于 隔断 和 量化 ), 和 模 态 符号 * 口 ”,* 口 ”. 变 元 有 下 列 三 类 ， 

陈述 句 变 元 : 4B,9,dB 3 

个 体 变 元 : aspbsxyyyxiyy 3 

谓词 变 元 : 4,B,C, 4, 144;,-*……。 
公式 的 形成 规则 如 下 : 

(1) 陈述 句 变 元 是 公式 。 若 xm， ……，z。 是 个 体 变 元 ，4 
是 谓词 变 元 , 则 4(x,,…… ,x。) 是 公式 。 

(2) 若 p, 图 是 公式 且 x 是 个 体 变 元 , 则 了 ip,，pV vy， 
Lx)p 是 公式 .若是 不 包含 口 和 口 ' 出 现 的 公式 , 则 口 p 和 
Jp 是 公式 ，。 
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从 直观 上 说 ,用 “ 口 q” 表 示 P 是 逻辑 必然 的 ， 用 “ 口 (p" 表 
示 P 是 因果 必然 的 ,所 以 上 述 (7.1) 可 以 表示 为 “ 口 ((G《r) 人 
Alr) 一 D《r))”， 或 简写 为 “G(r) 人 A4lr) 忆 Dlr)”。 由 于 
Burks 认为 在 实际 的 因果 关系 和 归纳 法 中 登 加 的 模 态 词 不 起 
什么 作用 ,所 以 可 以 从 逻辑 上 排除 这 种 情况 ,这 一 点 与 Cohen 
的 模 态 归纳 逻辑 不 同 。 此 外 , 还 须 注意 , 这 里 Burks 没有 给 
出 谓词 变 元 和 陈述 句 变 元 的 量化 定义 (在 后 面 的 52, 他 才 非 正 
式 地 引 人 )。 

除了 通常 对 人 ,一 ,*>，(3x) 的 定义 ，Burks 的 系统 还 
增加 以 下 定义 ; 

Op 人 会” 口 ”)p， 

Yq 会 "ODO lp, 

p74 人 ED'(p > »), 

pg<y 人 Ely 一 4). 

Burks 的 公理 化 系统 由 下 列 公理 (模式 ) 和 推理 规则 组 成 : 

公理 7.1 一 阶 谓词 演算 的 普遍 有 效 式 及 其 代 人 特例 。 

公理 7.2( 模 态 词 的 次 序 ) 

(1) Dp 一 口 "p， 

(2) 口 'p 一 p。 

公理 7.3( 模 态 词 的 分 配 ) 

(1) Dp = $) > (Dp— Dy), 

(2) OD = 1) = (Dp OY). 

公理 7.4( 模 态 词 与 量词 的 交换 律 ) 

(D (oO 口 p< 一 口 (*)9， 

(2) (Dp Dr). 

规则 7.1( 分 离 规 则 的 概括 ) 

pi pa pi Np p/p 
规则 7.2 gp/(x)9, 


，164。 
































规则 7.3 若 9 中 不 包含 口 (或 口 ) 的 出 现 , 则 p/ 口 p 
(或 pg/ 口 'q). 

六 ?和 9 …,9s 上 9 的 定义 如 通常 。 从 上 述 系 统 ， 我 
们 有 下 列 导 出 规则 和 定理 : 

(1) 若 pi po pp 

(2) 若 pp Dp ,Dp DS. 

(3) 若 gi ,gab 则 口 "p ,Dp Dy, 

(4) 若 Ho， 则 Oo 一 Cu。 

(5) 若 pHFy， 则 Op 上 Op。 

(6) FODpAD SD (pA YY). 

(7) FoFH ASF > (p20). 


(8) F190p > (p77 1. 
最 后 一 个 定理 称 为 因果 蕴涵 悖 论 。 








$2 ”对 因果 陈述 句 远 辑 的 语法 系统 的 
初步 解释 


本 节 Burks 给 予 $1 建 立 起 来 的 语法 系统 两 个 初步 的 解 
释 ; 

1. 抽象 解释 

抽象 解 释 就 是 用 模 态 模型 lz 来 解释 $1 的 语法 系统 。 

考虑 语言 从 , 它 是 在 $1 表述 的 因果 陈述 名 人 逮 辑 的 基础 上 
通过 增加 有 穷 或 无 穷 个 个 体 常 元 和 有 穷 个 任意 元 (有 穷 元 ) 的 
谓词 常 元 而 构建 成 的 。 因 此 前 面 关于 公式 的 定义 (形成 规则 ) 
应 该 扩张 使 得 包括 这 些 新 符号 ， 而 且 使 得 公理 和 推理 规则 也 
能 运用 于 这 些 新 公式 上 。 在 语言 缘 的 非 逻 辑 常 元 和 模型 az 
的 元 素 之 间 有 一 个 一 一 对 应 。 纪 的 每 一 个 体 常 元 命名 Ms 的 
-~ 个体， 每 一 m 元 的 谓词 对 应 3z 的 w 元 的 基本 属性 。 在 不 
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数 混 详 的 地 方 ,我 们 把 Xs 简 记 为 六 

由 红 的 个 体 常 元 和 谓词 常 元 构成 的 原子 公式 称 为 原子 
陈述 句 。 假 设 这 些 原 子 陈述 句 以 某 个 次 序 排 成 一 序列 《mp )。 
我 们 称 人 w; 为 基本 合 取 , 其 中 兄 遍 《9i》 中 所 有 原子 陈述 
名 的 下 标 ,p; 是 pi 或 -lpi. 若 语 言 乡 的 个 体 数 有 穷 , 则 人 gp; 


是 一 有 穷 名 ,否则 称 为 无 穷 名 (关于 无 穷 句 ， 我 们 在 最 后 一 章 
还 要 用 到 )。 

模型 3[ 的 世界 描述 集 是 乡 的 任意 指定 的 非 空 基本 合 取 
集 . 世 界 拱 述 集 的 一 个 非 空子 集 指定 为 因果 可 能 世界 描述 集 ， 
其 中 有 一 元 素 规 定 为 语言 纪 的 现实 世界 描述 。 从 直观 上 说 
世界 描述 集 就 是 逻辑 可 能 世界 集 ， 其 中 每 一 元 素 自 身 是 无 矛 
盾 的 , 这 类 似 Carnap 在 第 三 章 开头 要 求 其 语言 满足 的 独立 
性 。 如 果 在 一 个 逻辑 可 能 世界 上 它 所 涉及 的 所 有 因果 律 成 
立 ， 则 该 逻辑 可 能 世界 就 被 称 为 因果 可 能 世界 。 若 一 个 基本 
合 取 正好 是 外 的 所 有 真 原 子 陈述 名 或 原子 陈述 句 的 否定 的 
合 取 , 即 八 {qi:9; 是 原子 陈述 句 或 原子 陈述 句 的 否定 且 9; 在 


% 中 真 }, 则 该 基本 合 取 称 为 现实 世界 。 

下 面 我 们 来 递归 定义 “se ”， 即 9 在 %f 中 真 : 《1) 若 
Pla,"……,4as) 是 任意 原子 陈述 句 ， 则 9 六 FPC， ,0,) <> 
个 体 序列 a1/，-……，a。 有 属性 P 〈 用 经 典 模型 论 的 术语 ， 即 
《qs…*,4,) EP*C A", 其 中 4 是 1 的 论 域 , 4 表示 二 阶 笛 卡 
尔 积 )，(2) MF Tip <> 只 plp 在 2 中 不 真 ) G3) 对 
Ab<>3IF9 且 Fw。 (4) 令 oo …, 是 纪 的 所 有 个 
体 常 元 ， 站 E(x)qg > 对 所 有 qis 1 一 1 2 &Fop(o,)， 
其 中 m(o) 是 用 o 代 换 p(s) 中 所 有 自由 出 现 的 * 得 到 的 
公式 ，Burks 这 里 的 表述 不 太 严 道 ， 因 为 了 中 还 可 以 有 别 的 
自由 变 元 。(5) 3IF# 口 w 所 >F 在 的 每 一 逻辑 可 能 世界 上 
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真 ，(6)aIFDro <> 9 在 2 的 每 一 因果 可 能 世界 上 真 。 

上 述 定义 的 模型 被 Burks 称 为 模 态 模型 。 称 因果 陈述 
句 园 辑 的 一 公式 叶 是 有 效 式 ( 记 为 FFp)， 若 它 在 每 一 模 态 模 
型 中 真 。 

定理 7.1 芳 9 是 因果 陈述 句 多 辑 的 定理 , 则 片 p。 

该 定理 的 证 明 如 通常 一 样 。 只 须 证 明 因果 陈述 句 妈 辑 的 
公理 是 有 效 的 ,推理 规则 保持 有 效 性 ,而 这 是 显然 的 。 

我 们 称 一 多 组 系统 S 是 一 致 的 ， 若 不 存在 一 公式 FP 使 得 
和 719 都 是 $ 的 定理 。 

定理 7.2 ”因果 陈述 句 逻 辑 是 一 致 的 。 

证 明 : 令 9 是 因果 陈述 句 逻 辑 的 定理 , 据 定理 7.1, 片 p， 
因此 片 p, 据 定理 7.1,“19 不 是 因果 陈述 名 还 辑 的 定理 。 

Burks 并 没有 证 明 完全 性 定理 ,由 于 Burks 的 逻辑 与 模 
态 罗 辑 的 最 小 正规 系统 内 容 相差 无 几 、 因 此 可 用 类 似 模 态 逻 
辑 典 范 模 型 的 方法 来 证 明 完 全 性 定理 。 芳 虑 因果 条 件 句 逻辑 
的 非 定理 p， 显 然 根据 道 常 的 方式 站 9 能 扩张 成 极 大 一 致 集 
@。 这 样 的 极 大 一 致 集 可 以 看 作 是 一 个 逻辑 可 能 世界 。 我 们 
定义 





PEDS> 在 9 上 真 . 
易 得 此 ,因此 完全 性 定理 成 立 。 这 里 不 象 模 态 逻辑 那样 , 还 
要 在 极 大 一 致 集 之 间 定 义 通达 关系 ， 所 以 证 明 异 常 简单 ， 不 
过 这 一 方法 自然 地 扩大 了 Burks 的 逻辑 可 能 世界 的 概念 . 
Burks 建立 在 基本 合 取 之 上 的 逻辑 可 能 世界 的 概念 显得 过 于 
狭窄 ， 办 为 它 对 语言 的 限制 较 多 。 Burks 的 这 一 思想 来 自 
Carnap, 但 Carnap 之 所 以 要 如 此 建立 状态 描述 (他 的 可 能 
世界 ) 是 为 了 在 状态 描述 中 分 配 先 验 概率 ， 而 Burks 的 逻辑 
在 这 个 阶段 仍 是 模 态 逻辑 ,并 不 涉及 概率 值 的 分 瑟 问题 ,所 以 
沼 极 大 一 致 集 作为 逻辑 可 能 世界 更 好 。 
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2. 具体 解释 

Burks 认为 用 因果 陈述 名 逻辑 的 公式 可 以 模型 化 《mo 
del) 包含 因果 陈述 名 的 演绎 论证 ,这 种 用 因果 陈述 句 逻 辑 来 
模型 化 自然 论证 (日 常生 活 中 的 论证 或 自然 科学 的 论证 ) 的 方 
法 可 以 具体 解释 因果 陈述 名 逻辑 ，。 在 此 Burks 讨论 了 如 何 
用 因果 陈述 句 远 辑 的 有 效 论 证 来 模型 化 因果 律 . 因 果 虚 拟 句 、 
因果 倾向 句 和 原因 -结果 陈述 句 ( 后 三 者 依赖 因果 律 )。 

首先 Burks 定义 了 两 种 新 的 荀 涵 关系 :” 非 悖 论 因果 绚 
涵 (npc) 和 省 略 的 因果 列 涵 〈ec)， 

(1) pnpcy 会 口 (p 一 上 和 AOG(PATD)AOCTPA 办 
入 Op 和 门口"y. 

(2) X(x)ecY(x) 会 (2Z)(Z(z) 入 (Z(xs) N\ Xx) npc 
Y(x))),《 规 定 npc 和 ec 的 结合 力 小 于 人 ,下 同 )。 

(3) ec 由 会 (3p)(PA(CPAwnpc))。 
注意 : 在 $1 我 们 给 出 的 形成 规则 中 不 允许 对 谓词 变 元 和 陈 
述 句 变 元 进行 量化 ,而 这 里 给 出 的 (2) 和 (3) 则 允许 ,所 以 定义 
(2) 和 (3) 中 的 谓词 量词 和 陈述 句 量词 是 因果 陈述 名 逻辑 的 非 
正式 扩张 。 因 此 ,类 似 于 个 体 量词 的 情况 ,我 们 可 以 在 因果 陈 
述 句 逻辑 中 增加 下 列 存在 概括 规则 和 存在 例证 (instantiation) 
规则 : 

规则 7.4 〈 存 在 概括 规则 ) 

(1) 2Z(x)NCZCx)NXCx)npcY (x))/XCx)ecY (x). 

(2) pN\ (pM ynpc9)/bec6。 

规则 7.5〈 存 在 例证 规则 ) 

(1) X(x)ecY (x)/X(x) 一 了 (z)。 

(2) pecy/p 一 少 。 

易 证 ,我 们 有 如 下 定理 成 立 。 

定理 7.3 
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(1) Fenpcy) 一 站 口 (p 一 消 )。 

(2) Flpnpes) > Dp > 0), 

(3) F(x)(popes) > (xz) 口 "一 峭 )。 
(4) 上 (Cnpcy)A(Cpnpc 1%)), 


(5) FF (pnpcp MN 9). 


定理 7.4 
(1) (wecy) 一 
(2) (pM wed) 


(pg— J). 
一 (9 一 (%ecg))。 


(3) (p 人 Anpc6) 一 (pp 一 (yeco)). 
(4) (gec6) Npec 0)— (39)C9A 0°(pAS)). 
(5) ((X(x)ecY(x))N CX(x)ec YCx)) 

— (32)(2(x) A 10°(Z(x) MY(x))). 


(6) (pecw a 
注意 : 定理 ?7.4 


6), 
中 的 各 结论 前 面 不 用 “上 "是 因为 它们 是 


因果 陈述 名 逻辑 的 非 正 式 扩张 。 上 述 定理 刻 划 了 因果 陈述 句 


的 许多 重要 的 特性 。 


我 们 还 可 以 通过 下 表 对 五 种 蕴涵 号 做 一 比较 。 













当 *“ 若 …, 则 .…” 帮 给 定 的 至 涵 号 置换 时 ,下 
歼 涵 欠 种 闫 | 列表 达 式 是 定理 吗 ? 
| 则 DA 
种 类 | 全 | (pC 着， 
1 9)) 
实质 益 渗 ~ 
逻辑 殖 洒 | 二 | 
因果 蕴 洒 了 | 
在 履 论 因果 范 池 


省 略 的 因果 蕴涵 
Burks 认为 自然 









规律 分 两 类 : 一 类 是 概 然 的 ， 可 以 用 下 
一 节 的 归纳 概率 演算 来 模型 化 ,一 类 涉及 因果 必然 性 ,所 以 称 
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为 因果 律 ， 用 非 悖 论 因果 列 涵 来 模型 化 涉及 因果 律 的 论证 是 
非常 恰当 的 。 例 如 ,考虑 下 列 论证 ,其 中 大 前 提 表 达 了 一 个 因 
果 律 : 

所 有 的 黄金 (G) 物 都 在 王 水 (4) 中 溶解 (D)， 

这 一 戒指 (r) 不 是 在 王 水 中 的 黄金 物 ， 

所 以 , 若 这 一 戒指 是 在 王 水 中 的 黄金 物 , 则 它 将 溶解 。 

表述 “G(r+) 人 4(r)” 的 小 前 提 在 现实 世界 是 假 的 。 结 
论 用 的 是 虚拟 句 ， 这 是 为 了 表示 结论 是 关于 “G(r) 信 4(r)” 
为 真 的 非 现 实 的 因果 可 能 世界 的 陈述 句 。 我 们 用 已 建立 起 来 
的 概念 把 上 述 论证 符号 化 : 

(x) G(x) MN ACx) npcD (x)), 

G(r) A A(r)), 

~» NCGCr)N ACr))N G(r)AN ACr)npeD(r)). 
可 以 证 明 这 个 论证 在 因果 陈述 句 轻 辑 中 是 有 效 的 。 比较 下 列 
无 效 论 证 ， 其 中 大 前 提 表 达 了 现今 世界 的 一 个 偶然 事实 : 

在 这 个 书桌 (D) 上 的 所 有 书 (8) 都 是 意大利 文 (1) 的 ， 

这 《z) 不 是 那个 书桌 上 的 书 ， 

所 以 , 若 它 是 那个 书桌 上 的 书 , 则 它 是 意大利 文 的 。 

这 个 论证 可 以 符号 化 为 : 

(x)CB(x) MDCx) 一 1(x)), 

BO) A DOG)), 

«CBC)ON DG) A (BN DC npetC)). 
这 个 形式 化 论证 不 是 有 效 的 , 因为 实质 全 称 句 “(x)《B(x) 和 人 
D(x) 一 1(*))” 完 全 是 关于 现实 世界 的 , 并 没有 谈 及 任意 可 
能 的 非 现 实 世界 。 通 过 构造 下 列 抽象 模型 易 证 这 个 论证 是 无 
效 的 : 令 现实 世界 是 B(DA 1DCr) 人 11Cx)， 另 一 个 因果 可 
能 此 界 是 BC2) DODA T1112)。 

现在 我 们 再 考察 一 个 用 省 略 的 姑 果 蕴涵 来 模型 化 因果 倾 
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向 句 的 例子 。 假 设 某 人 的 戒指 是 金 的 ， 因 为 金子 在 王 水 中 是 
可 溶解 的 ,所 以 下 列 句子 是 真 的 
某 人 的 戒指 在 王 水 中 是 可 溶解 的 。 (7.2) 
Burks 称 类 似 (7.2) 的 句子 为 因果 倾向 句 。 类 似 的 因果 
倾向 句 还 有 “a 是 易 燃 的 ",“2 是 可 伸展 的 "， 等 等 。 因 果 倾 向 
句 在 广义 上 还 包括 能 力 、 潜 能 等 因素 。 
陈述 名 (7.2) 与 下 列 虚 拟 句 是 同 义 的 , 或 近似 同 义 的 ， 
某 人 的 戒指 是 这 样 的 : 若 它 被 放 人 王 水 ， 则 它 会 溶解 
(7.3) 
虽然 这 句 话 为 真 的 很 据 是 戒指 是 金 的 ， 但 句子 中 没有 了 明 
确 提 到 金子 的 事 , 若 这 个 戒指 是 银 的 ,这 句 话 也 为 真 。 这 就 提 
示 我 们 应 该 用 下 列 句子 来 模型 化 上 述 (7.2) 和 (7.3): 
某 人 的 戒指 (>) 上 共有 一 种 属性 X ,使 得 
XCr)A4(Cr)npcDCr)。 (7.4) 
用 存在 谓词 量 间 来 量化 ,就 是 
(3X)XCr)N (Xr) A ACr npeD(r))), 
出 4(r)ecDCr)， 
作为 说 明 ,现在 我 们 从 前 提 ”* 黄 金 在 王 水 中 溶解 >? 和“ 某 人 的 戒 
指 是 金 的 ”推导 出 因果 倾向 句 “ 革 人 的 戒指 在 王 水 中 是 可 溶解 
的 ”。 
(1) Cs)(GC) AM Als)npeDs)), 前 提 ; 
(2) CCGr)， 前 提 ; 
(3) GCCr)A 4(r)npcDCr)， 据 (1 和 谓词 公理 7.1; 
(4) CCr)A(CGCr) 和 4(Cr)npcD(Gr))， 据 (2),(3)3; 
(5) (3X)CXKCr)A(X(r)A4(r)napcD(r)))， 
据 (4) 和 规则 7.4; 
(6) 4(r)ecD(r)， 据 (5) 和 ec 的 定义 ， 
居然 上 述 论证 在 扩张 的 非 正 式 的 因果 陈述 名 逻辑 中 是 有 效 
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的 。 

倾向 公式 “(3X)CXCr) 人 (XCr) 信 ACr)npcDCr)))” 的 
一 个 重要 特性 是 它 陈 述 了 所 有 这 栏 的 可 能 性 ， 如 果 人 们 知道 
这 个 玻 指 在 王 水 中 是 可 溶解 的 ， 那 么 他 知道 这 个 戒指 有 某 种 
属性 X 以 满足 因果 条 件 XCr)A 4(r)npcD(r), 但 他 不 需要 知 
道 这 种 属性 是 什么 。 因 此 因果 倾向 句 的 本 质 属性 就 是 ， 它 断 
定 存在 一 个 属性 而 没有 明确 地 辨别 这 一 属性 ，Burks 认为 一 
个 好 的 模型 必须 保持 这 种 特性 ， 所 以 “GCr)” 和 “G(r) 信 
(ea)(G(c)A4(CeJnpeD(z))” 都 不 是 因果 倾向 句 “ 某 人 的 戒指 
在 王 水 中 可 溶解 "的 好 模型 ， 

总 之 ，Burks 认为 对 因果 律 ,因果 虚报 句 、 因 果 倾 向 句 和 
原因 一 结果 关系 的 陈述 句 用 非 悖 论 因果 荀 涵 名 或 省 略 的 因果 
蕴涵 句 来 模型 化 是 恰当 的 ， 由 此 表述 的 论证 通常 是 因果 陈述 
名 逻辑 《或 它 的 非 正式 扩张 ) 中 的 有 效 论 证 ， 这 就 是 Burks 
对 因果 陈述 句 示 辑 的 具体 解释 ， 





$3 因果 必然 性 与 归纳 概率 


1. 时 空 系统 与 归纳 法 

Burks 认为 重复 性 在 归纳 法 中 起 重要 作用 〈 如 枚 举 归纳 
法 ), 因 此 它 既 预 设 可 重复 因素 ， 又 预 设 重复 性 能 发 生 其 中 的 
时 空 系统 。 时 空 系统 有 两 种 ;一 种 是 自然 时 空 系统 (例如 ,一 
个 容器 中 的 现实 气体 (不 是 理想 气体 )) ,一 种 是 人 工 定义 的 系 
统 (例如 ， 胞 中 自动 体 〈cellular automata))。 胞 腔 自动 体 的 
空间 可 以 分 隔 为 有 穷 个 胞 腔 , 它 的 时 间 维 度 可 以 分 成 持续 的 
瞬间 ， 胞 腔 自 动 体 的 时 空 结构 是 连续 的 自然 时 空 系统 的 一 个 
离散 模型 。 

Burks 把 属性 区 别 为 非 指 标 属性 (如 “ 黄 ”",“ 时 间 ”,“ 男 
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人 ”) 和 指标 属性 (如 “现在 ”,“ 这 里 ”,“ 这 本 书 ”,“ 那 种 情况 ”)， 
因此 表示 这 些 属性 的 符号 也 分 为 非 指 标 符号 和 指标 符号 ， 时 
空 系统 中 的 基本 个 体 是 点 或 区 域 ,在 这 些 点 或 区 域 上 ,一 元 非 
指标 属性 可 以 被 例证 ,为 了 简化 ,我 们 假设 一 胞 腔 自动 体 有 有 
穷 个 一 元 非 指 标的 基本 属性 .一 个 胞 腔 状 态 由 一 个 合 取 式 来 
描述 ,相对 每 一 基本 属性 ,这 个 合 取 式 陈述 了 它 是 否 存在 《类 
似 基 本 合 取 )， 自动 休 中 的 每 一 胞 腔 。 的 令 域 WCc) 由 “ 和 
其 他 与 < 有 公共 边 的 胞 驻 组 成 。 我 们 假设 一 胞 腔 在 时 间 * 十 
1 时 的 状态 只 依赖 它 在 : 时 相 邻 的 胞 足 的 状态 ， 因 此 胞 距 自 
动 体 由 建立 在 胞 腔 空间 中 的 齐 一 的 邻 域 上 的 “转移 规则 ”( 连 
续 律 ) 来 支配 ， 

概率 胞 腔 自动 体 (或 因果 胞 腕 自动 体 ) 由 “概率 (或 因果 ) 转 
移 规则 "来 支配 ,这 个 规则 对 赋 于 邻 域 Ne) 的 每 一 胞 腔 状 态 ， 
给 出 胞 腔 “ 的 可 能 的 后 继 状 态 上 的 概率 分 布 〈 或 给 出 “ 的 一 
个 或 多 个 后 继 状 态 )。 一 个 办 果 胞 腔 自动 体 称 为 决定 论 的 , 若 
每 一 时 间 状 态 ( 即 对 每 一 胞 腔 赋 于 一 胞 腔 状 态 的 赋值 有 一 唯 
一 的 后 继 , 否 则 称 为 非 决 定论 的 。 实质 上 ,这 些 因 果 自 动 体 是 
因果 陈述 句 逻 辑 的 借 态 模型 .每 一 个 基本 个 体 就 是 一 个 胞 腔 - 
瞬间 , 每 一 胞 腔 状 态 的 析 取 是 一 胞 腔 属 性 (类似 Carnap 的 8 
性 质 )。 膛 得 可 能 世界 由 对 所 有 胞 腔 -瞬间 指派 胞 腔 状 态 的 赋 
值 组 成 ， 而 因果 可 能 世界 是 满足 因果 转移 规则 和 初始 状态 规 
则 ( 它 规定 一 个 因果 可 能 世界 的 初始 时 间 状 态 ) 的 逻辑 可 能 世 
界 . 因 果 胞 腔 自动 体 将 用 于 构造 因果 陈述 句 逻 辑 的 因果 模型 . 

Burks 认为 时 空 相 邻 性 在 归纳 法 中 起 重要 的 作用 ，。 在 科 
学 中 考虑 的 自然 规律 绝 大 多 数 是 相 邻 性 的 《例外 的 有 牛顿 的 
万 有 引力 律 ), 所 以 这 里 假设 自然 规律 都 是 相 邻 的 。 相 邻 的 因 
果 律 可 以 在 因果 胞 腔 自 动 体 中 模型 化 ， 因 为 这 些 自 动 体 的 转 
移 规 则 是 建立 在 邻 域 关 系 NC(ec) 之 上 的 因果 规则 。 为 了 在 因 
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朵 陈述 句 滥 辑 中 把 这 些 规则 符号 化 , 令 PIN(c),t} 是 当时 间 
+ 时 关于 胞 腔 NCc) 的 诸 原子 陈述 句 的 任意 一 致 但 非 重 言 式 
的 真 值 水 数 , 即 P{NXCc) , 颖 在 上 时 把 属性 指派 给 区 域 N(c). 
同样 ，8{c,! 在 时 间 * 把 属性 8 指派 给 胞 腔 “, 则 
(cP{NGe), tnpcQ le, 7)) (7.5) 

表达 了 一 个 相 邻 的 因果 律 (其 中 (c),(*) 是 全 称 量词 )， 它 描 
述 了 在 一 个 时 间 的 间隔 因果 影响 直接 以 一 个 胞 腔 传 到 它 的 邻 
域 . 决 定论 的 或 非 决 定论 的 胞 腔 自 动 体 的 转移 规则 等 价 形 如 
《7 5) 的 相 邻 因果 律 的 一 个 一 致 集 ， 注 意 ,这 些 规律 具有 自然 
规律 的 唯一 性 , 模 态 性 和 齐 一 性 。 

除了 相 邻 性 ， 自 然 规律 还 有 一 个 重要 的 空间 特性 : 局 部 
性 或 整体 性 。 若 一 个 规律 作用 的 范围 是 相对 小 的 空间 ， 则 称 
它 为 局 部 的 。 若 它 作用 的 范围 是 无 限 大 的 空间 ， 则 称 为 是 整 
体 的 ， 相 邻 的 因果 律 是 局 部 的 。 在 时 空 上 齐 一 的 局 部 规律 能 
推出 整体 规律 。 相 邻 作用 大 于 遥远 作用 的 相 邻 局 部 规律 称 为 
准 局 部 规律 。 

由 于 观察 和 实验 都 是 局 部 活动 ， 归 纳 探究 和 证 实 之 所 以 
成 功 ,因为 它 预 设 自 然 律 是 准 局 部 且 在 归纳 上 是 简单 的 .这 个 
预 设 最 易 用 胞 腔 模型 来 解 秋 。 假 设 一 个 科学 家 能 用 一 个 有 大 
量 胞 腔 状 态 的 决定 论 的 胞 腔 自动 体 来 观察 和 实验 。 然 而 他 不 
知道 该 自动 体 的 转移 规则 ,打算 从 观察 证 据 中 把 它 推 导出 来 . 
他 最 有 可 能 是 遇 到 这 种 情况 ， 该 自动 体 的 转移 规则 由 许多 相 
邻 的 因果 律 组 成 ， 其 中 每 一 个 在 下 列 意义 上 是 简单 的 ; 该 因 
果 律 把 邻 域 NGc) 的 一 个 一 般 的 属性 与 胞 辽 “ 的 一 个 一 般 属 
性 相连 。 因 此 运用 改变 因果 关系 相关 性 质 的 方法 就 能 确定 这 
一 规律 系统 。 这 样 的 因果 律 就 认为 “归纳 上 是 简单 的 ”。 

在 从 局 部 证 据 到 整体 结论 的 归纳 推理 中 ， 有 三 个 预 设 起 
重要 作用 ， 一 个 是 因果 齐 一 性 原则 : 若非 指标 属性 之 间 的 因 
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果 联 系 在 一 个 时 空域 上 成 立 。 则 它 在 整个 时 空域 上 成 立 。 第 
二 个 是 因果 存在 原则 : 某 个 时 空域 受 准 局 部 规律 支配 ， 至 少 
对 其 大 部 是 如 此 ， 第 三 个 是 有 限 变 元 原则 : 自然 规律 依赖 一 
个 有 穷 的 非 冶 标 一 元 属性 集 ， 其 中 每 一 层 性 要 求 在 极 小 时 空 
的 域 中 被 例证 。 

2. Burks 的 归纳 逻辑 理论 

Burks 认为 归纳 推理 就 是 从 前 提 d 到 结论 。 的 概 然 推 
理 ,把 它 符号 化 就 成 为 “P(c,d) 一 x”, 其 中 “c”,“d" 是 陈述 句 
变 元 ,“d" 的 取 值 范围 限制 在 逻辑 可 能 的 陈述 句 上 , 即 “d "不 能 
是 矛盾 句 或 逻辑 上 不 可 能 的 陈述 句 ,“x” 是 数值 变 元 , 取 [0,1] 
闭 区 间 中 的 实数 为 值 ，Burks 把 形 如 “P(ec,d) 一 x" 的 表达 式 
称 为 原子 归纳 概率 陈述 句 。Burks 的 条 件 归纳 概率 这 算出 下 
列 公 理 组 成 ; 

公理 7.5 若 口 (z 一 1《c 入 4d)), 则 

P(eVd,e)= P(c,e) + Fld,e), 

公理 7.6 PC(cAd)= P(ec,e)* Pl(d,c Ne), 

公理 7.7 若 口 (d > c), 则 Fc,d) 一 上， 

公理 7.8 若 口 (e< 一 "万 ， 则 Ple,e) 一 PCcy 力 ， 

若 引 人 以 下 定义 : 

若 4 是 逻辑 真 的 , 则 PCc) 会 PCc,d)， 
则 上 述 系 统 就 成 为 无 条 件 归纳 概率 演算 . 

Burks 认为 归纳 逻辑 就 是 判定 原子 归纳 概率 陈述 句 真 值 
的 规则 系统 ， 显 然 ,除了 一 些 极限 情况 ,上述 演 算 不 能 确定 大 
部 分 原子 归纳 陈述 句 的 真 值 状况 (所 以 上 述 公 理 系 统 应 该 说 
是 一 个 公设 系统 ), 因 此 这 些 归 纳 概率 演算 只 是 完备 的 归纳 敢 
辑 的 一 部 分 。 对 于 Carnap 的 语言 系统 乡 %，Burks 在 此 讨 
论 了 三 种 归纳 逻辑 : (1) 标 准 归纳 逻辑 : 即 Carnap 的 c* 系 
统 再 加 上 类 比 规则 ,和 改变 因果 相干 竹 质 的 方法 。(27 随 机 归 
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纳 逻辑 : 即 赋 于 状态 描述 的 概率 相等 .(3) 逆 向 归纳 逻辑 : 对 


2 和 


;中 每 一 状态 描述 SD, PCSD) 一 /(SD)/ 忆 1(SD,)， 其 


中 1(SD》 表 示 与 SD 同 构 的 状态 描述 的 数目 。 对 逆向 归纳 
逻辑 来 说 , 正 证 据 的 增加 反而 使 归纳 概率 减少 .对 随机 归纳 逻 
辑 来 说 ， 正 证 据 的 增加 不 影响 归纳 概率 ,对 标准 归纳 有 逻辑 来 
说 , 正 证 据 的 增加 使 归纳 概率 增加 ,因此 实际 工作 的 科学 家 主 
要 使 用 标准 归纳 逻辑 。 

3. 因果 必然 此 和 归纳 概率 的 联系 

因为 因果 必然 性 是 自然 律 、 因 果 律 ,因果 虚拟 句 、 因 果 倾 
向 名 等 的 本 质 特性 ， 记 以 对 归纳 法 的 完备 解释 必须 说 明 因果 
陈述 句 如何 被 证 实 ， 归 纳 概率 在 这 个 证 实 过 程 中 究竟 起 什么 
作用 。Burks 认为 ， 由 于 实际 使 用 的 归纳 推理 的 规则 构成 标 
准 归 纳 逻 辑 ， 所 以 上 这 问题 就 变 成 : 因果 必然 陈述 句 如 何在 
标准 归纳 逻辑 中 证 实 。 

我 们 知道 第 二 小 节 中 使 用 的 形式 模型 Ms 《就 是 Carnap 
的 语言 系统 色 X) 是 用 以 研究 归纳 轴 辑 的 , 它 包含 一 个 逻辑 可 
能 世界 集 (状态 撕 述 集 ) ,通过 把 无 条 件 概率 (相当 Carnap 的 
正则 测度 ) 赋 于 逻辑 可 能 世界 来 建立 标准 归纳 逻辑 等 模型 .这 
类 模型 可 以 称 为 归纳 法 的 统计 模型 ， 它 们 解释 了 归纳 法 中 重 
复 性 的 作用 ,但 它们 不 包括 因果 模 态 词 , 所 以 不 能 解释 因果 必 
然 陈述 句 的 证 实 , 因 为 Az 不 包含 沐 果 可 能 世界 集 ， 所 以 因果 
必然 性 概念 在 其 中 是 不 能 表达 的 。 而 在 本 章 $2 的 抽象 解释 
中 引入 的 模 态 模型 包含 了 因果 可 能 世界 集 ， 因 此 它 可 以 表达 
因果 必然 性 概念 ， 但 不 能 表达 归纳 概率 的 概念 。 此 外 这 两 类 
模型 都 没有 时 空 系统 ， 而 我 们 看 到 的 因果 律 在 归纳 法 上 的 某 
些 重要 特性 ( 倪 刀 齐 一 性 各 要 刍 性 ) 预 设 时 空 框架 作用 。 

因此 Burks 要 建立 一 种 新 的 模型 来 解释 因果 律 , 这 种 模 
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型 应 该 把 标准 归纳 逐 辑 的 统计 模型 的 可 重复 特性 、 模 态 模 型 
的 模 态 性 和 胞 腔 自 动 体 的 时 空 组 织 结合 起 来 ，Burks 把 这 种 
模型 称 为 标准 归纳 逻辑 的 因果 模型 。 它 可 分 为 两 个 部 分 : 模 
态 结构 以 及 对 此 结构 赋值 归纳 概率 。 

模 态 结构 由 一 个 有 穷 的 “可 能 因果 系统 "的 集合 组 成 ， 其 
中 每 一 可 能 因果 系统 包含 一 个 (一 般 是 无 穷 的 ) 因 果 可 能 世界 
集 。 一 个 标准 归纳 逻辑 的 因果 并 型 的 模 态 结构 可 由 下 列 图 表 
给 出 。 








可 能 因果 系统 
所 有 的 因果 胞 腑 自动 体 具 有 普 个 胞 腔 状 态 
且 满 足 因 果 齐 一 仁和 内 果 存 在 预 设 









因果 可 能 世界 
这 些 时 间 状 态 的 进程 
满足 该 自动 体 的 转 
移 规则 









在 定义 一 个 模型 的 可 能 因果 系统 之 前 ， 我 们 先 用 一 种 一 般 的 
方式 来 描述 它们 。 这 些 可 能 因果 系统 就 是 因果 胸腔 自 动 体 ， 
它们 分 别 表示 自然 界 和 其 他 可 能 的 世界 。 它们 都 有 时 空 杠 
架 , 满 足 三 个 归纳 预 设 : 因果 齐 一 性 、 因 时 存在 和 有 限 变 元 预 
设 。 因 为 空间 通常 是 三 维 的 ， 且 时 间 在 过 去 和 未 来 两 个 方向 
是 无 穷 的 ， 所 以 我 们 卷 虑 的 胞 腔 自 动 体 有 三 个 空间 维 训 和 一 
个 在 两 个 方向 无 穷 的 时 间 维度 。 因此 空间 分 成 立体 的 胞 腔 ， 
时 间 分 成 离散 的 明 间 (1 一 …, 一 2, 一 1, 0,， 1 2，…)。 一 
个 给 定 的 模型 的 所 有 因果 自动 体 都 有 相同 数目 的 mw 个 胞 腔 状 
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态 。 这 些 自动 体 只 是 相对 于 其 转移 规则 而 不 同 。 因 为 转移 规 
则 等 价 于 一 个 有 穷 的 相 邻 的 因果 律 的 集合 ， 全 条 有 全 全 
对 于 支配 它们 的 因果 律 而 不 同 . 

现在 我 们 把 一 个 模型 的 可 能 因果 系统 定义 为 那些 满足 内 
果 齐 一 性 预 设 ,因果 存在 预 设 和 有 限 变 元 原则 ,并 且 有 万 个 胞 
腔 状态 的 胞 腔 自 动 体 。 由 第 三 个 项 设 可 知 胞 腑 状态 的 数目 为 
有 穷 。 我 们 可 以 用 相同 的 术语 把 这 里 的 因果 模型 和 前 面 的 形 
式 模型 、 模 态 模型 联系 起 来 .前 面 的 模型 出 个 体 常 元 和 2 谓词 
构成 的 & 句 组 成 ,由 此 构成 了 光 辑 可 能 世界 和 因果 可 能 世界 . 
在 因果 模型 中 , 胞 腔 - 瞬 间 就 是 个 体 党 元 指称 的 对 象 ， 胞 腔 状 
态 就 是 用 8 句 来 描述 。 逻 辑 可 能 世界 就 是 时 间 状 态 的 两 个 方 
向 无 穷 的 进程 ,其 中 时 间 状 态 就 是 胞 腔 状 态 对 胞 腔 的 赋值 . 注 
意 一 个 给 定 模型 的 每 一 可 能 因果 系统 包含 相同 的 逻辑 可 能 世 
界 集 ， 因 为 该 模型 的 每 一 胞 腔 自动 体 依赖 相 司 的 有 穷 胞 腔 状 
态 集 ， 最 后 ， 一 个 可 能 因果 系统 的 因果 可 能 世界 由 满足 该 系 
统 的 转移 规则 的 逻辑 可 能 世界 构成 。 自 然 界 是 由 所 有 的 事物 
“事件 或 实体 ) 构 成 的 单一 时 空 系统 ， 其 中 的 事物 有 时 空位 置 
并 且 受 基本 规律 支配 ,在 标准 归纳 逻辑 的 因果 模型 中 (参见 上 
页 表 ), 自 然 界 由 现实 因果 系统 7, 表示 ,其 他 的 可 能 因果 系 
统 9 2 是 对 应 于 自然 界 在 归纳 上 可 能 的 系统 ， 因 
此 它们 满足 归纳 法 的 三 个 预 设 ， 从 而 在 实际 的 归纳 过 程 中 予 
以 考虑 ， 终 , 中 的 一 个 世界 表示 我 们 现实 的 世界 ， 央 此 称 为 
这 个 模型 的 现实 世界 ， 记 为 ws。5 2, So 中 的 每 
一 个 系统 都 是 因果 陈述 句 远 辑 的 模型 ， 所 以 都 定义 了 一 个 因 
果 必 然 算 子 。 我 们 仍 用 “ 口 ” 表示 多 中 的 因果 必然 , 用 新 的 
符号 “ 口 ?,……,“ 口 %” 分 别 表示 乡 ,， ,22u 中 的 因果 必 
然 ， 因 为 “ 品 ” 是 用 现实 因果 系统 定义 ,所 以 下 列 等 价 成 立 : 
其 中 中 是 非 模 态 陈述 句 ， 
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口 "p 真 < 之 9 在 宛 . 的 每 一 还 辑 可 能 世界 中 真 . (7.6) 

9 真 < 全 gp 在 现实 世界 w。， 中 真 。 (7.7) 
这 就 完成 了 对 标准 归纳 逻辑 因果 模型 第 一 部 分 的 描述 。 注 
总 ,因果 模 雹 在 下 面 几 个 方面 是 有 穷 的 ,这 对 归纳 法 是 关键 所 
在 : 该 模型 的 胞 腔 自 动 体 的 胞 腔 状 态 的 数目 关 是 固定 的 ， 一 
个 胞 腔 “ 的 邻 域 Ne) 是 有 穷 的 ， 它 只 能 有 有 穷 个 不 同 的 状 
态 。 对 N(c) 的 每 一 状态 ， 转 移 规 则 给 出 “ 的 一 个 或 多 个 后 
继 状 态 。 因 为 只 涉及 有 穷 多 个 状态 ， 所 以 转移 规则 原则 上 可 
以 用 一 有 穷 表 来 表达 。 可 能 的 传 移 规 则 的 数目 和 可 能 的 因果 
系统 的 数目 都 是 有 穷 的 。 但 另 一 方面 ， 一 个 可 能 因果 系统 可 
以 包含 无 穷 多 个 因果 可 能 世界 。 

标准 归纳 罗 辑 的 因果 模型 的 第 二 部 分 由 无 条 件 归 纳 概率 
的 赋值 构成 ， 这 个 赋值 分 两 步 : 对 该 模型 的 可 能 因果 系统 的 
研 值 以 及 对 这 些 系统 中 的 因果 可 能 世界 的 赋值 。 这 个 赋值 根 
据 无 差别 原则 : ”所 有 的 可 能 因果 系统 赋予 同等 钓 归纳 概率 ， 
在 每 一 系统 中 所 有 的 因果 可 能 世界 也 赋予 同等 的 归纳 概率 。 
因为 一 共有 M 十 ! 个 可 能 因果 系统 ,所 以 每 个 可 能 因果 系统 
被 赋 于 1/(M 十 1) 的 归纳 概率 . 因为 在 每 一 可 能 因果 系统 
中 一 般 有 无 穷 多 个 因果 可 能 世界 ， 所 以 不 能 直接 把 相同 的 概 
率 赋 于 给 它们 ， 而 是 赋 于 出 现在 某 个 有 穷 时 空 区 域 中 的 诸 可 
能 世界 的 部 分 。 由 于 这 样 的 赋值 与 因果 律 的 证 实 过程 相连 ， 
所 以 我 们 在 下 面 的 过 程 中 讨论 。 

因为 标准 归纳 逻辑 的 因果 模型 是 从 因果 胞 腔 自动 体 中 构 
造 起 来 的 ， 所 以 该 因果 模型 的 基本 规律 就 是 下 列 形式 的 相 邻 
因果 律 : 

(cI)P{NCe),?}npcQ le,?)), 其 中 * :+ 1, (7.8) 
形 如 《7.8) 的 陈述 名 表达 了 可 能 因果 律 , 它 在 菜 些 可 能 因果 系 
统 中 真 ， 在 另 一 些 系统 中 假 。 一 个 可 能 的 因果 系统 由 转移 规 
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则 定义 ， 对 N(c) 的 每 一 状态 ， 该 规则 给 出 “ 的 一 个 或 多 个 
后 继 状 态 , 所 以 它 可 以 确定 (7.8 ) 是 否 真 。 因为 NW(c) 的 每 
一 状态 能 表达 为 属性 P, * 的 每 一 状态 能 表达 为 属性 28， 因 
此 一 个 可 能 因果 系统 的 转移 规则 等 价 一 个 有 穷 的 可 能 因果 律 
集 。 在 现实 因果 系统 中 成 立 的 因果 律 表示 自然 律 ， 称 为 现实 
因果 律 。 科 学 家 用 观察 和 实验 来 确定 哪些 可 能 的 规律 是 现实 
的 ， 即 哪个 可 能 因果 系统 是 现实 因果 系统 。 但 是 直接 观察 只 
限于 现实 世界 ,而 规律 定义 的 是 因果 可 能 世界 集 , 所 以 Burks 
还 要 解决 关于 现实 世界 的 观察 如 何 确证 关于 因果 可 能 世界 的 
陈述 句 。 
(7.8) 中 的 因果 全 称 句 断定 了 ,在 现实 因果 系统 的 每 一 世 
界 中 有 某 种 联系 成 立 , 因 此 它 演绎 荀 涵 相应 的 实质 全 称 名 
(OP{NCe) ,7} > Qe,)). (7.9) 
(7.9) 演绎 蕴涵 特例 陈述 句 : ”对 时 空 框架 的 每 一 抱 逊 -瞬间 
cis 




















PNGcD ,1} > Qci,#). (7.10) 
通过 在 羡 时 对 N(ci) 和 在 # 时 对 c; 的 直接 观察 能 确证 或 反 
了 驳 (7.10)。 直 接 反 驳 (7.8) 是 简单 的 若 (7.10) 假 则 (7.8) 假 . 
确证 (7.8) 的 情况 就 更 复杂 。 从 直观 上 显然 (7.10) 的 成 立 在 
某 种 程度 上 确证 了 (7.8)， 用 概率 论 的 术语 说 就 是 (7.8) 相对 
《7.10) 的 后 验 概率 大 于 (7.8) 的 先 验 概率 ， 

我 们 来 寻求 导致 上 述 结果 的 因果 模型 可 能 世界 的 概率 ， 

令 % 是 一 因果 模型 ,我 们 用 下 列 方式 把 % 归 约 为 有 穷 模型 ar . 
考虑 某 个 有 穷 时 空 区 域 R 使 得 R 大 到 足以 包括 人 们 以 往 搜集 
的 观察 证 据 和 在 可 以 预见 的 未 来 人 们 能 搜集 到 的 所 有 观察 证 
据 ， 用 六 的 在 R 中 的 每 一 因果 可 能 世界 的 部 分 作为 可 能 世 
界 , 就 构成 有 穷 模型 Ww 的 因果 可 能 世界 . 虽然 区 域 R 相当 大 ， 
但 它 是 有 穷 的 , 它 只 包含 有 穷 多 个 胞 腔 , 而 每 个 胞 腔 只 有 有 穷 
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多 个 胞 腔 状态 ,所 以 % 只 包含 有 穷 多 个 因果 可 能 世界 。 因 此 
容易 对 每 一 可 能 世界 等 量 地 赋 于 一 非 零 的 无 条 件 归纳 概 率 
(参见 [16]，pp. 629 一 630)， 这 就 说 明了 特例 (7.10) 如 何在 
有 穷 因 果 模 型 中 确证 (7.8). 通过 以 下 两 点 根据 Burks 推测 ， 
上 述 确证 过 程 能 扩张 到 无 穷 时 空 。(1) 归纳 概率 赋值 表达 了 
在 不 确定 条 件 下 ， 在 某 些 方面 人 们 活动 的 倾向 。 这 些 活动 表 
达 了 人 们 的 选择 或 偏好 。 人 的 绝 大 多 数 兴趣 在 范围 上 是 有 穷 
的 ， 充 分 大 的 有 穷 时 空 区 域 包含 这 些 兴 趣 的 所 有 对 象 ， 归 纳 
法 依赖 人 的 有 限 的 兴趣 ， 因 此 在 解释 因果 必然 陈述 句 的 证 实 
时 使 用 有 穷 时 空 区 域 是 令 人 满意 的 ， 但 这 个 解释 不 包括 与 长 
驻 性 相关 的 归纳 证 实 。 《2) 对 因果 可 能 系统 厂 于 概率 存在 一 
个 极限 过 程 ， 这 在 直观 上 是 合乎 情理 的 。 这 个 极限 过 程 解释 
了 一 个 非 模 态 特例 如 何 确证 一 个 模 态 视 律 。 归纳 法 的 统计 模 
型 说 明了 对 这 样 的 越 值 存在 极限 过 程 。 这些 事实 说 明 上 述 特 
例 确 证 的 解释 可 以 扩张 到 无 穷 时 空 ， 也 说 明 对 确证 过 程 做 适 
当 的 概括 能 运用 于 因果 模型 。 

Burks 的 模 态 归纳 逻辑 十 分 丰富 也 十 分 繁杂 。 Burks 想 
给 归纳 法 和 归纳 逻辑 一 个 坚实 的 基础 ， 然 而 他 的 工作 并 没有 
比 Carnap 的 工作 前 进 多 少 , 他 引 人 时 空 系统 , 胞 腔 自 动 体 等 
一 系列 概念 ,除了 使 事情 复杂 化 ,并 没有 带 来 多 少 新 成 果 ， 在 
这 些 方面 似乎 还 不 如 Cohen。 
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第 八 章 概率 语义 学 


在 《哲学 逻辑 手册 》 第 一 卷 中 (参见 [17]),H. Leblanc 提 
出 了 概率 语义 学 ， 虽 然 在 我 们 看 来 他 的 工作 只 是 为 一 阶 逻 辑 
的 弱化 形式 (参见 下 面 的 语言 和 公理 8.4) 建立 一 种 区 别 于 标 
准 语义 学 (Tarski 语义 学 ) 的 概率 语义 学 , 但 是 这 项 工作 毕竟 
是 在 80 年 代 初 做 的 ,因此 有 许多 新 的 有 意义 的 成 果 ， 值 得 我 
们 了 解 和 讨论 ， 至 少 能 使 我 们 更 清楚 地 认识 到 概率 的 本 性 是 
语义 的 .从 而 建立 一 个 形式 概率 语义 学 (对 概率 概念 除了 数学 
刻 划 不 加 别 的 说 明 ) 不 仅 是 完全 可 能 的 ,而 且 是 非常 有 用 的 。 
这 也 反 过 来 使 我 们 了 解 归纳 逻辑 的 使 命 以 及 它 与 概率 逻辑 的 
区 别 。 


$1 一 元 概率 语义 学 


语言 红 的 初始 符号 是 
《1) 可 数 个 zx (nr 之 1) 元 谓词 : 00，… 
(2) 可 数 个 个 体 常 元 ， 假 设 它们 以 字母 表 顺 序 排 列 : 
《3) 可 数 个 个 体 变 元 : zz， …。 
注意 乡 没有 函数 符号 。 逻 缉 符号 、 形 成 规则 和 联结 词 定义 
如 通常 ， 其 中 1, 作 是 初始 联结 词 ， 我 们 用 “9”,，“w%”，“0” 


表示 公式 ,，“$” 表 示 公 式 集 。 此 外 还 用 入 pi 缩写 “((… 
《qi 人 pa) 和信) 入 ps)”， 我 们 称 PCn/z)) Ca/z)， 是 吧 
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的 量化 句 (*)p 在 弓 中 的 代 人 特例 。 

2 的 公理 是 所 有 具有 下 列 公 理 8.1 一 8.6 形式 的 陈述 句 : 

公理 8.1 pp 一 (pg 人 9p). 

公理 8.2 (gq 人 人 J) 一 9 

公理 8.3 (9 一 9 一 (CA9) 一 (98NAp))。 

公理 8.4 gq 一 (x)p， 其 中 + 在 FP 中 不 出 现 . 

公理 8.5 (x)p 一 p(t/x)， 其 中 :是 作 的 个 体 常 元 。 

公理 8.6 (*)(p p>) p> (x) 0). 

红 的 规则 如 下 : 

规则 8.1 gp 一,p/4， 其 中 p 一 四 是 陈述 句 。 

规则 8.2 若 P 是 红 的 公理 , 则 (*)p(z/r) 也 是 公理 ， 
其 中 :是 纪 的 个 体 常 元 ， 

我 们 称 绽 + 是 红 的 一 个 (个 体 ) 常 元 扩张 , 若 多 + 是 任意 
和 和 纪 完全 相同 的 语言 ,除了 在 纪 的 个 体 常 元 之 外 还 增加 可 
数 个 个 体 常 元 。 当 然 , 根 据 该 定义 ， 纪 也 是 纪 的 常 元 扩张 ， 
这 里 假设 双 + 的 常 元 用 某 种 字母 表 顺 序 排 列 ， 用 “ 太 ”( 人 一 
1,2, 人 “) 来 指称 。 

Leblanc 继承 了 Keynes 的 观点 ， 认 为 概率 就 是 合理 相 
信 度 ,是 陈述 句 的 特性 ,而 不 是 陈述 的 形式 ， 在 本 节 , 我 们 考 
虑 一 元 概率 函数 P+, 它 取 丝 + 的 单个 陈述 句 为 变 晶 ,函数 值 是 
闭 区 间 [0,1] 中 的 实数 。 我 们 用 下 列 7 个 条 件 来 刻 划 史 * 的 
任意 概率 函数 P+ ,使 得 一 个 合理 认 知 主体 可 以 以 程度 分 别 为 
P+(CpD,P+(pi), … 同 时 相信 绽 * 的 陈述 名 gi, 1,"…, 其 中 
1 是 按 字母 表 顺 序 排列 的 第 一 个 陈述 句 ，q; 是 第 二 个 ，…。 

条 件 8.1 0<P+(qp). 

条 件 8.2 PC ICP 和 9)) 一 1 

条 件 8.3 P+(p) 一 PCpAO) 十 PCPA 1%)。 

条 件 8.4 PCp) 答 Pr+CPAe)。 
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条 件 8.5 P+(pA 人 4) < Pi(yN 9). 
条 件 8.6 Pi(pgA(pAO)) < P+((pAd) 人 6)。 


条 件 87 Pi(PA CD) — limP* (pA 人 scrt/s)). 


条 件 8.1 一 8.7 可 以 看 作 是 概率 逻辑 的 真 值 表 (参见 第 二 章 
$3), 也 可 把 P+ 看 作 是 对 一 阶 句 子 的 一 种 解释 (模型 )。 

现在 我 们 引入 下 列 重要 定义 。 

定义 8.1 令 5ST( 纺 ) 是 红 的 陈述 句 集 , 称 pe ST( 红 ) 
在 概率 意义 上 导 辑 真人 > 对 红 的 任意 常 元 扩张 红 + 和 弘 ! 
的 任意 概率 函数 P+,P+(qg) 一 1. 令 SEST(S ), 称 在 概率 
意义 上 $ 逻辑 推出 gq <> 若 对 任意 丝 + 和 纪 : 的 任意 P+ ,对 
每 一 J€B,P+(y) =1, 则 P+Cp) 一 1. 

应 该 注意 ,在 下 列 定理 中 , 若 把 “P” 换 作 “P+”， 定 理 仍 成 
立 , 从 而 使 后 面 的 定理 8.43 和 8.48 也 成 立 。 

定理 8.1 PC(pAY)S P(g). 

证 明 : 据 条 件 8.1 和 8.3。 

定理 8.2 P(g) = Pl(pM 9). 

据 条 件 8.4 和 定理 8.1, 上 述 定理 显然 成 立 。 

定理 8.3 PC(AJ) 一 P(%Ae)， 

据 条 件 8.5, 上 述 定 理 显 然 成 立 ， 

定理 8.4 PCCPA%)A9) 一 PCACAAD))。 

证 明 : 据 条 件 8.6, 只 须 证 

Pl((pMG)N9) < PCPA(CAN6))》 

而 PCCPA%)A 人 62) 

一 P(9 入 《pp 人 4)) 〈 据 定理 8.3) 

窒 P((9Ap)A) 《 据 条 件 8.6) 

委 P(y 和 (9 八 p)) 《 据 定 理 8.3) 

志 PC((& 和 6) 人 入 gp) 《〈 据 条 件 8.6) 
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和 P(9 和 (4A6)) 《 据 定理 8.3). 

定理 8.5 P(p) 一 P(gA yp) + P’ yA oy), 

据 条 件 8.3 和 定理 8.3, 上 述 定理 显然 成 立 。 

定理 8.6 若 P(g)< 094, 则 PCp) 一 1. 

据 条 件 8.1, 上 述 定 理 显 然 成 立 . 

定理 8.7 P(gpNMYy) < PlY). 

据 定 理 8.1 和 8.3, 上 述 定理 成 立 。 

定理 8.8 Pl(pN\ lyp) 一 0.。 

据 条 件 8.3 和 定理 8.2, 上 述 定 理 成 立 。 

定理 8.9 P(CPA lp) 和 内 一 0， 

据 定理 8.1,8.6 ,8.8， 上 述 定理 成 立 。 

定理 8.10 PCz) 一 P(C(A mw)A)。 
据 定 理 8.5 和 8.9, 上 述 定理 成 立 。 

定理 8.11 PC 9) 一 [一 PCp)， 

证 明 : P( 1p) 
一 PC ICp 和 人 ip) 入 1p) 〈 据 定理 8.10) 
一 POCpA yy)) 一 P( (Am)Am)《〈 据 条 件 8.3) 
一 1 一 P(“I(pA 人 “19) 人 gp) 《〈 据 条 件 8.2》 
一 1 一 P(q) 〈 据 定理 8.10)。 

据 条 件 8.1 和 定理 8.11, 我 们 有 

定理 8.12 P(9)<1. 

另外 ,还 可 推出 

定理 8.13 若 PC(q) 宇 1, 则 P(p) 一 1. 
定理 8.14 PC ipACPA%)) 一 0. 

证 明 : P( lp 人 《pAw)) 

一 P((™Tlp 人 qq) 人 ww) 《 据 定 理 8.4) 

所 P( IgAm) 〈 据 定理 8.1) 

一 0 《〈 据 定理 8.8 和 8.6)。 
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从 定理 8.5 和 8.14, 推出 
定理 8.15 PC(p 和 4) 一 PCPNA(CP 人 力 ). 
从 定理 8.11 推出 
定理 8.16 P( 一 内 一 1<> PCP 人 bp) 一 0. 
从 定理 8.16 和 条 位 8.3, 我 们 有 
定理 8.17 P(g >J)=1<>P(9)= Pl(pN\y), 
定理 8.18 P(g (pM\q))=1. 
从 定理 8.2 和 8.15, 推出 
P(p) 一 PCPAp) 一 PCPACPAp))。 
据 定理 8.17, 就 有 PC 一 (p 入 9)) 一 1， 此 定理 与 公理 8.1 
定理 8.19 PCPA4 一 9) 一 1， 
证 明 : 据 定理 8.17,8.15 和 8.3, 定 理 成 立 , 此 定理 与 公理 
8.2 对 应 。 
定理 8.23 PCPA 峭 一 少 ) 一 1， 
证 明 : 握 定 理 8.17,8.3,8.4,8.9 以 及 条 件 8.3 ,我 们 有 
PCPAO) 一 P(CPAO)A%) 十 POPAO)AN jb) 
一 P(CPA%)AJ 二 PCpN CGA I)) 
一 P(CPA%)Ao) + PCGA Ib)N Pp) 
一 PCCPAw) 人 水 )。 
定理 8.21 若 P(p 一 和 一 1 且 Py 一 0) 一 1, 则 
PC 一 0) 一 1. 
证 明 : 假设 PC 一 %) 一 1, 根据 定理 8.4,8.7 和 8.16， 
则 
0 一 PCA WW) 
>P(( 8Ap)A YY), 
再 假设 P(b 一 69) 一 1, 则 据 定理 8.1 ,8.3,8.4,8.6,8.16, 我 们 
有 
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0= PyAN 0) 
> P((yA 10)AN 9) 
一 PC( 19A 人 Ap)Ao%)。 
因此 ， 据 条 件 8.3，P( “18 入 q) 一 0, 据 定 理 8.3，P《(qp 作 
9) 一 0， 因 此 据 定理 8.16 ,得 证 
从 定理 8.17,8.4 和 8.1 推出 
定理 8.22 若 PC(p 一 (yA9)) 一 1, 则 PCP 一 少 ) 一 
1. 
定理 8.23 P(gpN\ 1 14) = PlpNY). 
证 明 : 据 条 件 8.3, 有 
P(P 入 bp) 十 PC 和 Ab) 一 PCPA 0) 十 PCPAy)。 
因此 定理 成 立 。 
定理 8.24 若 P(g 一 (一 0)) 一 1 且 PC 一 力 一 
1, 则 P(g 一 90) 一 1, 
证 明 ; 先 假设 PC 一 (人 一 9)) 一 1， 从 定理 8.3,8.4， 
8.16 和 8.23 , 则 
0 一 PICPACYAN 19)) 
~ P(N PNY). 
假设 P(9 一 省) 一 1, 从 定理 8.4,8.6,8.7 和 8.16 推出 
0 之 P( AC(pNA 1s)) 
一 PC( Ap)A lS). 
因此 据 条 件 8.3 和 定理 8.3，P(p 人 19) 一 0， 据 定理 8.16， 
P(P 一 0) 一 1 
定理 8.25 若 P(gp 一 J) 二 1 且 PC 一 ?3) 一 1， 则 
PCp 一 ( 少 人 6)) 一 1 
证 明 : 假设 P(P 一 和 ) 一 1， 据 定理 8.17， 定 理 8.3 和 
8.4 以 及 条 件 8.3 有 
PCp) 一 PP 人 N 人 $) 
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一 P(PA(bA6)) 十 PC ON PN YS)), 
再 假设 PC(p 一 9) 一 1， 则 根据 定理 8.1, 8.3, 8.4,8 6,8.16， 
有 
0 一 PC IANA) 
二 PC(C 8A)A%) 
一 P( 9 和信 (p 入 少 ))。 

因此 , PC9) 一 P(p 和 (入 6))， 据 定理 8.17, PCp 一 (gb 人 人 
90) 一 1。 

定理 8.26 若 PC(p 一 (pA9)) 一 1, 则 P(p 一 0) 一 
1。 

证 明 : 假设 P( 一 (入 9)) 一 1， 据 定理 8.17 和 8.3 
等 ，P(p) 入 P(9 入 p), 因此 据 定理 8.22 的 证 明 中 同样 的 推 
理 方法 ,推出 PCy 一 9) 一 1. 

定理 8.27 若 P(p 一 4) 一 1 且 PC 一 1) 一 1 
则 PCr) 一 0. 

证 明 : 假设 前 提成 立 , 则 据 定理 8.16， 

P(pA 和 0) 一 0,PCPA 0) 一 0， 
因此 据 条 件 8.3，P(Ce) 一 0. 

定理 8.28 若 PC(A 人 他) 一 9) 一 1) 则 P(g (p> 
6)) 一 1。 

证 明 ; 假设 前 提成 立 , 则 据 定 理 8.16, 0 一 P((yp 信 4) 信 
一 86)， 据 定理 8.4 和 8.23，0 一 P(PA 1 (A 8))， 据 定 
理 8.17，P(ep 一 ( 几 一 9)) 一 1.。 

定理 8.29 P(Cp 一 %) 一 (人 (人 A6) 一 (8 和 Am)) 一 1 
(一 公理 8.3)。 

证 明 : (1) 据 定理 8.20 和 8.19, 有 

Ppl(((p > $A HAS) NN Pp) 一 (9 和信?)) 一 1， 
P((9A 和 Ap) 一 9) 一 1 





因此 据 定 理 8.21， 
Pl(((p >p)N (OA9)) 和 信人 (9 和信 p)) 一 0) = 1, 
(2) 同 理 用 定理 8.20 代替 8.19, 有 
P(((( 一 由 ) 入 1(A6)) 和 人 (9Ap7) 一 7) 一 1 (8.1) 
而 据 8.19 和 8.22， 
Pl((((p—>p)N 1(A9)) 和 (9A)) 一 (pp 一 少 )) 一 工 
因此 据 定 理 8.24 和 (8.1)， 
pl(((p>$)N NLA))NON gp)) > 4) 一 1。 
(3) 据 (1),《2) 和 定理 8.25, 我 们 有 
Pl((((p—= 4)N (HAO)NCON gg) > (A0)) = 1, 
(8.2) 
而 据 定 理 8.19 和 8.26， 
Pl((C(Cp—>p)N GAO)NON gp) KAO)) = 1. 
因此 据 定 理 8.27 和 (8.2)， 
PCCC > 8)N I GAO) ANON gp)) 一 0， 
从 定理 8.23 和 8.16 推出 
PCCC 一 和 ) 和 人 GNA0)) => 0N 9g)) = 1. 
由 定理 8.28 ,我 们 有 
PCCP 一 少 ) 一 (人 (6A9) 一 0NP)))) = 1. 
定理 8.30 若 P(9) 一 1! 且 PC 一 消 ) 一 1， 则 
PCVD) 一 1。 
证 明 : 假设 前 提成 立 , 则 所 定理 8.17, PC(p 信 4) 一 1, 据 
定理 8.7 和 8.13，P(y) 一 1, 此 定理 对 应 于 规则 8.1。 
定理 8.31 若 ifm ( 即 9 的 证 明 只 用 公理 8.1 一 8.3 和 规 
则 8.1), 则 PCy) 一 1。 
证 明 据 定理 8.18,8.19,8.29,8.30 且 施 归纳 于 的 证 明 的 
长 度 。 
定理 8.32 若 所 py, 则 P(p) 一 P(Y). 
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证 明 : 若 F p< 一 " 几 ， 则 据 定理 8.31， 
Pl(p >$)=—=1 有 8 Ply > 7)=1, 
因此 据 定理 8.17， 
Plg)= P(gAg), P(g) = PGN Pp), 


定理 833 PC(#)p) 一 imP( 人 Co/ 
证 明 : 据 条 件 8.7, PCICpA IP) 人 Cs) 9) ~ hm PC 


i 
《p 人 “1g) 信 八 pL1i/x)), 所 定理 8.10 和 极限 定义 ， 就 有 定 
twi 
理 8.33。 
定理 8.34 若 P(g)==1 且 PC(y) 一 1, 则 
PCPA%) 一 1 
证 明 : 假设 PCp) 一 1， 则 PCPAu) 十 PCPA%) 
二 1。 假设 PC(4) 一 1， 则 PC bp) 一 0, 据 定 理 8.7 和 8.6， 
PCPA 1%) 一 0, 因此 据 定 理 8.34, P(gy 人 人 4) 一 1. 
定理 8.35 车 对 i=1,……,j,，P《qi) 一 1, 则 
P (人 or) 一 1 
定理 8.36 若 对 从 1 开始 的 每 一 i, PCylti/x)) 一 1, 则 
Pl(s)p) 一 1。 
证 明 ; 据 定理 8.35 和 8.33 以 及 极限 定义 ,定理 成 立 。 
定理 8.37 若 对 从 1 开始 的 每 一 i, P(m 一 (411x)) 二 
1, 则 PC 一 (cp) 一 1 
证 明 : 假设 前 提成 立 , 则 据 定理 8.25, 且 对 i 作 归 纳 ， 
i 
Pl(p> A 117)) = 1, 


因此 ,根据 定型 8.17, 条 件 8.7, 有 
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i 
plp) 一 PlpN 人 由 CH/z)) 


2 Hin PCPh 入 ps/x)) 


= PlyN(x)Y). 
因此 据 定 理 8.17, P(p 一 (x)4)=1。 
定理 8.38 PC 一 (*)9) 一 1。 
证 明 : 因为 * 在 PF 中 不 出 现 , 所 以 p(t:/x) 就 是 p， 因 
此 据 定 理 8.32 和 极限 定义 ， 


lim P(PN 人 p(n/x)) = PCp)， 


据 条 件 8.7 和 定理 8.17， Pp 这 定理 与 公理 
8.4 对 应 。 

定理 8.39 P(C)p 一 9(t/z)) 一 1. 

证 明 : 令 : 是 人 对 j 宇 hk, (p(t/r) 


入 人 CH/z))< 一 > 和 人 we /z*)， 因 此 据 定理 8.32 和 极限 定 


义 , 我 们 有 
lim PCeC/z 入 人 J mp (/ 人 pls/s)). 
据 条 件 8.7 和 定理 8.33， 有 
P(gli/x)N (x)p) = Px)p), 
所 定理 8.3 和 8.17， 
P(x)p > p(x)) 一 1。 
此 定理 对 应 于 公理 8.5 
定理 8.40 P((x) (一 少 ) 一 ((z)p 一 (0)) 一 1 
证 明 ; 令 : 是 乡 的 任意 常 元 , 据 定理 8.19， 
P(C(s)C > GN p> p>6))=1. 
而 据 定理 8.39， 
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Pas) 2p) > p> pr)) = 1. 
因此 据 定理 8.21， 
POC p> pNPp) > p> or)) 一 1。 
同 理 用 定理 8.20 代替 8.19, 有 
PC(C(z)( 一 少 ) 和 人 (xs)9p) 一 Pr/z)) 一 1。 
因此 据 定 理 8.24， 
Pl(((x) p> 9)N (rp) pl/x)) 一 1。 
从 定理 8.37 和 对 + 的 假设 , 推出 
Pl((x) Cp 一 由 入 (xz)p) 一 (z) 由 ) 一 1。 
据 定理 8.28 ,定理 成 立 , 此 定理 对 应 于 公理 8.6。 
定理 8.41 若 ? 是 芯 的 公理 , 则 P(p) 一 1。 
证 明 : 假设 9 是 红 的 公理 ， 反 复 使 用 规则 8.2，Pp 成 为 
(EDLCDII CD CA ETE LD 
其 中 n 宇 0， 且 风 是 公理 8.1 一 8.6 中 之 一 。 我 们 对 ”运用 归 
纳 法 来 证 明 P(p) 一 1, 
当 # 二 0 时 , 则 9( 一 少 ) 是 公理 8.1 一 8.6 中 之 一 ， 因 此 
据 定 理 8.18 一 8.19,8.29 和 8.38 一 8.40，P(p) 一 1， 
当 #>> 0 时 ,显然 对 从 1 开始 的 每 一 i， 
(Cx2) xP Rs ta a as st )) ti/ x) 
构成 双 的 公理 。 根 据 归 纳 假设 ,对 从 1 开始 的 每 一 i， 
PCCxa) -Crab rs zs /hss))) i/ x1)) 
一 和 
因此 据 定 理 8.37，P((x)(x2) "Cr,) Cp x rs Xe/ fi ty 
…,1s))) 一 1, 所 以 P(q) 一 1, 定理 证 毕 。 
定理 8.42 若 SH-p， 且 对 所 有 E58,，P(%) 一 1， 则 
PCp) 一 1 
证 明 : 对 9 运用 归纳 法 证 明 。 假设 在 和 中 从 3 到 9 的 
证 明 是 由 ,yi 一 Y), 且 假设 对 所 有 中 6 S, PC%) 一 
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1, 若 %i(1 委 1 私 间 3, 据 假设 PC) 一 1. 若是 经 
的 公理 , 据 定 理 8.41，PCyi) 一 1。 车; 是 从 这 个 证 明 更 前 
的 部 分 根据 规则 8.2 得 到 的 , 则 据 我 们 熟悉 的 证 明 论 事实 , 定 
理 8.36 和 归纳 假设 , PC(y;) 一 1. 若 几 是 据 规 则 8.1 得 到 ， 
则 据 定 理 8.30。 因 此 PCue) 一 1, 即 
PC9) 一 1 

因为 在 上 述 定理 中 ,用 “P+" 置 换 “P” 定 理 仍 成 立 , 所 以 我 
们 有 以 下 重要 定理 : 

定理 8.43 《概率 语义 学 中 的 强 可 靠 定理 ) 若 SF-9， 则 
在 概率 意义 上 , $ 有 逻辑 推出 p。 

要 证 明定 理 8.43 的 逆 定 理 ,， 运 需 以 下 定义 和 定理 。 

定义 8.2 令 SSST(S)， 称 函数 Ps 是 经 中 5 的 相伴 
概率 , 若 Ps 满足 下 列 条 件 : 对 任意 p 《ST( 绕 ), 若 Sp， 
则 PsCp) 一 1， 否则 Ps(p) 一 10， 

定义 8.3 称 $ 在 弓 中 (不 ) 一 致 , 若 不 存在 (存在 ) 窜 中 
一 陈述 句 ? 使 得 SF-p 人 ”yp。 称 8 在 红 中 极 大 一 致 , 若 $ 
在 乡 中 一 致 , 且 对 红 的 任 一 不 在 $ 中 的 陈述 句 ,SU{e} 
在 双 中 不 一 致 。 称 8 在 红 中 必 完 全 ， 若 对 红 的 任意 量化 
名 (x)p, 对 络 的 每 一 常 元 +，SF (zz), 则 5 于 (x) gp。 

定理 8.44 令 SCEST( 红 ), Ps 是 弓 中 3 的 祖 伴 概率 ， 
则 

(1) Ps 满足 条 件 8.1 一 8.2 ,8.4 一 8.6。 

(2) 车 § 在 弘 中 极 大 一 八 , 则 Ps 满足 条 件 8.1 一 8.6。 

(3) 若 3 在 红 中 心 完全 , 则 Ps 满足 条 件 8.1 一 8.2,8.4 一 
38.7。 

(4) 若 $ 在 纪 中 极 大 一 致 且 w 完全 ， 则 Ps 构成 双 的 
概率 项 数 ( 即 Ps 满足 条 件 8.1 一 8.7)。 

证 明 ; 《1) 可 以 直接 从 Ps 的 定义 和 有 中 关于 证 明 论 的 
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基本 事实 ,其 细节 留 给 读者 补充 。 

(2) 假设 $ 在 绽 中 极 大 一 致 , 且 先 假设 Ps《q) 一 1, 则 
( 据 Ps 的 定义 ) SF。 因为 Sp 一 (pAg)VCpA yg), 
所 以 (pAg)VCp 人 人 14) 5, 因 此 pwE5 或 pA 人 6 
5, 从 而 或 SpA 人 或 SHA 4 成 立 。 因 此 Pp 人 4) 
和 PsCp 入 下 4 ) 中 有 一 个 为 1 , 另 一 个 为 0, 亦 即 Ps(Cp) 一 
PsCpA) + PsA《p 八 lw), 再 假设 Ps《q) 一 0, 则 5 本， 
因此 St pAp 有 StoN lp, PpNG)=Ps(pN 1g)= 
0, Ps(p)= PrCPAu) 十 PsCp 人 人 yg). 

(3) 假设 5 在 红 中 加 完全 ，Ps(pA(c)4) 一 1， 则 


. 
SF-p 人 (x)$， 因 此 ,对 从 1 开始 的 每 一 j, SE-p 人 A bn/ 
i 
2)， 即 得 ,Ps (Pp 人 人 4 G1:)) 一 1， 亦 即 tmPs ( 和 


j 
人 G1x)) 一 1。 再 假设 Pp 人 (e)5) 一 0， 则 8p 人 
tml 


(Du 因此 或 8 全 p 或 全 (xs)w (或 两 者 入 不 成 立 )， 车 
s 人 ps 则 对 任意 入 8 全 p 信 人 (zjz)， 因 此 对 任意 j Ps 


(8A 人 w (je) 一 0。 另 一 方面 车 3 小 (94， 则 至 少 对 
LA 


红 的 一 个 党 元 +，5 人 4(t/x), 这 是 因为 5 在 纹 中。 完全 . 
因此 ， 存 在 一 K(k 大 于 等 于 + 的 脚 码 ) 使 得 对 从 《开始 的 每 


2 
一 j, 5 全 Pp 人 人 we 所 以 存在 一 使 得 对 从 开始 的 每 


pa (WR 人 mm- 因此 lim Ps ‘oA , 和 “9 
0 , 亦 即 Ps 满足 条 件 8.7， 
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定理 8.45 令 SSEST( 和 ) 且 在 红 中 极 大 一 致 且 om 完 
全 ，Ps 是 5 在 双 中 的 相伴 概率 ,geST( 红 )， 则 pe63<> 
Ps(9) 一 1 

证 明 : 若 p€5, 则 SFp, 因 此 据 Ps 的 定义 ，Ps《9) 二 
1. 若 p 5， 则 据 8 的 极 大 一 致 性 ， 1]p6 8, 因此 

Ps( 1p) 一 1， 
据 定 理 8.44(4) 和 定理 8.11, 因 此 Ps(p) 一 0, 即 
Ps(qp) 世 1, 

定义 8.4 称 一 个 常 元 外 在 于 p€ ST( 纹 ), 若 它 不 在 9 
中 出 现 。 称 一 个 常 元 外 在 于 SSST(S), 若 它 对 5 中 每 一 元 
素 都 是 外 在 的 。 称 SSST( 和 到) 在 红 中 无 穷 可 扩张 , 若 到 
中 有 w 个 常 元 外 在 于 5S， 

当 SSST( 吧 ) 在 红 中 一 致 且 无 穷 可 扩张 , 则 存在 一 种 
方法 (Henkin 方法 ) 把 8 扩张 到 H(S)SST( 经 )， 且 使 得 
H(S) 在 中 极 大 一 致 且 w 完 全 。 这 样 的 集合 HC(S) 称 为 
3 在 和 中 的 Henkin 扩张 。 下 面 我 们 来 简 述 构造 H(S) 的 
方法 。 首 先 构造 集合 链 : 

SSESIE .… 和 SSE 
其 中 % 一 5， 且 对 从 1 开始 的 每 一 i, 令 p。 是 红 的 字母 顺 
序 排列 的 第 > 个 陈述 句 。 若 3。:U{p。} 不 一 致 , 则 令 ,一 
5s-1。 若 SU{qs} 在 给 中 一 致 且 p。 不 是 纪 的 否定 的 全 
称 量化 句 1(x)%， 则 令 5, 一 51U{qps}. 若 5,-1U{9,} 在 
红 中 一 致 , 且 p, 是 红 的 否定 的 全 称 量化 句 “1(x)%， 则 令 
5 一 5.1U{p。，1w(z/x)}, 其 中 z 是 中 以 字母 顺 序 第 一 
个 外 在 于 5,-,U{q。} 的 常 元 ， 然 后 我 们 构造 HCS) 如 下 ; 
H(S) = U $s;, 


易 证 这 样 的 H(S) 是 极 大 一 致 且 % 完 全 的 。 
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定理 8.46 令 任 意 geST( 富 )，SSEST( 经 ) 在 如 中 
无 穷 可 扩张 。 若 3 七 p, 则 存在 纪 的 一 概率 函数 P 使 得 对 所 
有 4E3S，P() 一 1 但 P(p) 关 1. 

证 明 : ”假设 $ 夺 p， 其 中 8 在 经 中 无 穷 可 扩张 ， 则 
SU{ ip} 在 经 中 一 致 。 据 Henkin 方法 , HGSU{ 19}) 
在 纹 中 极 大 一 致 且 完全 ,因此 据 定 理 8.45, HCSU{ 19}) 
的 每 一 元 素 被 民 中 HGCSU{ yw}) 的 相伴 概率 了 赋值 为 1. 
而 据 定理 8.44(4), 这 个 相伴 概率 已 构成 红 的 概率 函数 ， 所 
以 了 指派 0 给 p。 

在 Henkin 方法 和 定理 8.11，8.44 一 8.45 中 ， 用 “Se+” 
置换 红 ,用 “P+” 置 换 “P”, 这 些 方 法 和 定理 仍 成 立 , 因 此 据 定 
理 8.46, 我 们 有 

定理 8.47 $ 和 FP 定义 如 定理 8.46， 若 对 任意 语言 作 + 
和 终 + 的 任意 概率 函数 P+, 若 对 所 有 4€5,P+(y$) 一 1, 则 
Pt(p) = 1,W Sq9. 

若 $ 在 纪 中 不 是 无 穷 可 扩张 的 , 则 SU{f ip)} 在 人 
(S“" 是 和 的 一 个 常 元 扩张 , 即 红 ” 除 了 红 的 常 元 之 外 ,还 
有 % 个 新 常 元 ) 中 仍 是 无 穷 可 扩张 的 。 因此 车 3 发 p， 则 据 
Henkin 方法 ,定理 8.45,8.46 和 8.11 ,存在 乡 的 一 个 常 元 扩 
张 经 +(S ) 和 包 + 的 一 个 概率 函数 P+( 即 "中 HCSU 
{ly}) 的 相伴 概率 ) 使 得 对 所 有 ES，P*《w) 一 1 但 
P+(q) 天 1。 因 此 就 有 下 列 定理 : 

定理 8.48 《概率 语义 学 中 纪 的 强 完全 性 定理 ) 令 任意 
SCST( 纹 ), 任 意 p& ST( 纹 ), 若 在 概率 意义 上 S 逻辑 推出 
p， 则 Shop。 

因此 据 定理 8.43 和 令 5 二 6, 又 有 

定理 8.49 令 任意 keST( 宝 );, 上 9 <> 在 概率 意义 上 
9 逻辑 真 。 
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$ 2 真 值 函 数 与 概率 函数 的 关系 


在 本 节 我 们 讨论 真 信函 数 和 一 元 概率 玖 数 的 关系 ， 红 
的 真 信函 数 了 :ST( 作 ) 一 {0,1} 请 足下 列 三 个 条 件 : 

条 件 88 PC 14) 一 1 一 PC). 

条件 89 PCpNAb) = PCP)，PC4)。 

条 件 8.10 PC(*)P) 一 1 < 之 对 2 的 每 一 常 元 

1 PCnG/a) 一 |， 

显然 ，5 的 真 信函 数 是 从 STCS) 到 满足 条 件 8.8 一 
8.10 的 实数 的 二 值 函数 。 反 之 ,着 P 是 一 个 从 STCS) 到 实 
数 的 , 且 满 足 条 件 8.8 一 8.10 的 二 信函 数 ， 则 以 0 和 1 作为 
它 的 两 个 值 , 因 此 是 的 真 信函 数 。 

定理 850 令 P 是 从 ST(</) 到 实数 的 二 值 函数 , 则 有 

(1) 着 满足 条 件 8.9, 则 P 有 0 和 1 作为 它 的 值 ， 

(2) 若 P 满 足 条 件 8.1 一 8.4( 见 51)， 则 P 有 0 和 1 作为 
它 的 值 ， 

证 明 : 1》 假设 前 提成 立 ， 则 对 从 1 开始 的 每 一 np，P 
(A mw] - 了 PCp)， 假 设 至 少 P 的 一 个 值 是 不 等 于 0 和 


i=l1 fiml1 
1 的 其 个 实数 r+, 则 对 i 宇 3,P 将 有 rf,r?*,r”,-…… 这 样 的 值 ， 
因此 P 不 是 二 值 函数 ,矛盾 . 

《2) 据 条 件 8.2，PC TCp 八 19)) 一 1， 据 条 件 8.1 ,8.3 
和 8.4，PCp 八 1p) 一 0 (参见 定理 8.8 的 证 明 )， 因 此 条 件 
8.9 成 立 , 所 以 ; 

定理 8.51 P 构成 乡 的 真 值 函数 <> 忆 是 从 ST( 纹 ) 
到 实数 的 满足 条 件 8.8 一 8.10 的 二 值 函数 。 

因此 条 件 8.8 一 8.10 等 价 于 标准 的 一 阶 语义 学 。 
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定理 8.52 令 P 是 从 ST( 红 ) 到 实数 的 二 值 函数 , 若 P 
满足 条 件 8.8 一 8.10, 则 已 满足 条 件 8.1 一 8.7。 
证 明 : 根据 题 设 和 定理 8.50(1)，P 只 有 0 和 !1 作为 值 . 
若 了 满足 条 件 8.8 一 8.10， 则 显然 已 满足 条 件 8.1 一 8.2, 8.4 一 
8.6。 因 为 据 条 件 8.8 一 8.9 ,有 
Plp)= (Pp) P(g)) + PC)— (P(g). P(L)) 
一 P(PA%) 十 PC) 一 (PC(P)，P(CVD)) 
一 PCPAy) 十 PCPp)CI 一 PC)) 
一 PCPAyD) 十 PCPp)。PC yyD) 
= PlpMAY)+ PlpM wz)， 
所 以 了 满足 条 件 8.3。 
假设 PC(yp 信 (x)w) 一 1, 据 条 件 8.9,P(p)。P((x) 消 ) 一 
1, 据 定理 8.50(1)，P(Cp) 一 P((z)%) 一 1, 因 此 据 条 件 8.10， 
对 红 中 每 一 常 元 :，P《(%(z/+)) 一 1， 因此 据 条 件 8.9, 对 


j 
从 1 开始 的 每 一 j,P(pA 人 4 Ca/e))-1 即 limP (pA 





人 “Cn/a) 一 1。 再 假设 PLP 人 Ce)w) 一 0, 据 条 件 8.9， 


PC?)， PCGxs)y) 一 0， 因 此 或 P《q) 一 0 或 P((z)%) 一 0。 
若 PCp) 一 0, 则 据 条 件 8.9, 对 从 1 开始 的 每 一 为 
P(eA 人 由 Ca/a) 一 0， 

因此 ， 

limP (on 入 wn/s)) 一 0. 
若 PC(x) 风 ) 一 0， 则 据 条 件 8.10 ,至 少 对 红 的 一 个 常 元 1， 
PCY%Ct/xz)) 一 0, 忆 此 据 条 件 8.9， 存 在 一 4 使 得 从 A 开 始 的 
每 一 i, 
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P(9 和 人 中 Ca/s)) 0， 


iml 


因此 
, i 
im (PAA 5/7))—0, 
亦 即 P 满 足 条件 8.7 。 

要 证 明定 理 8.52 的 逆 定理 还 需 下 列 两 定理 。 注 意 , 在 第 
一 个 定理 中 ,P 可 以 是 二 值 到 w 值 ， 但 在 第 二 个 定理 中 ,P 内 
能 是 二 值 的 。 

定理 8.53 令 P 是 从 ST( 红 ) 到 实数 的 满足 条 件 8.1 一 
8.5 的 区 数 , 则 有 

(1) PC 9) 一 1 一 PCp) (= 条 件 8.8)。 

(2) 若 PCPA4) 一 L 则 PCp) 一 PC) 一 1。 

(3) 若 PPA%) 一 1 则 P(Ay) 一 PC(p).， PCp)。 

证 明 : 〈1) 就 是 定理 8.11， 而 该 定理 的 证 明 只 用 到 条 
件 8.! 一 8.5。 (2) 假设 PL(qp 八 48) 一 1， 据 定理 8.1 和 8.13， 
P(p) = 1, 据 定理 8.7 和 8.13，P(%) 一 1， 而 定理 8.1;8.13 
和 8.7 的 证 明 只 用 到 条 件 8.1 一 8.5， 据 (2) 易 证 (3) 成 立 。 

定理 8.54 令 P 是 从 弓 的 陈述 句 集 到 实数 的 满足 条 件 
8.1 一 8.5 和 8.7 的 二 值 函 数 , 则 有 

(1)) 若 PCPAy) 一 0, 则 或 PLq) 一 0 或 P(4) 一 0, 

(2) 若 PC(pA%) 关 1) 则 Pl(pMN$) = P(g). PY). 

(3) PC(pAS) ~ PC). PC(y) (一 条 件 8.9)。 

(4) P((x)p) 一 1 <> 对 红 的 每 一 常 元 6 PCPp(z/ 
+)) 一 1 (等 价 于 条 件 8.10). 

证 明 ; 〈1) 假设 PCp 信 %) 一 0， 据 条 件 8.3，PCP ) 一 
PC 入 by)。 再 假设 PCp) 关 0, 则 据 定 理 8.50(2), PCPp ) 一 
i, 因 此 P(p 八 14) 一 1。 由 定理 8.7 和 8.13,P( %) 一 1， 
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由 定理 8.11，P(%) 一 0, 因 此 或 PCp) 一 0 或 Eu) 一 0， 
(2) 据 定理 8.50(2) 和 本 定理 的 (1) 可 证 (2) 成 立 。(3》 据 定理 
8.53(3) 和 本 定理 的 (2) 可 推出 (3) 成 立 。(4) 假 设 P((x)q)== 


1, 所 定理 8.33, bm P( 八 p 《4/4)) 一 1. 但 由 定理 8.50(2)， 


每 -P( 人 Co 可 )，P( 人 CD) … 减 等于 0 或 
等 于 1。 据 定理 8.1 ,它们 中 每 一 个 小 于 或 等 于 前 面 -个 ， 因 
此 对 i 之 1 PC 人 w Cw/a) 一 1. 直 定 理 853(2), 对 经 的 
每 一 常 元 1， PCpCi/s)) — 1。 再 假设 PCCx)q) 关 1, 据 定 
理 8.50(2)，P((*)9) 一 0， 由 定理 8.33， 

imP( 人 v/s))—0, 


imlt 


因此 据 定 理 8.50(2), 存 在 一 使 得 对 j 之 
ji 
P(A ou/s)) -0 


因此 从 本 定理 (1), 至 少 对 红 的 一 个 常 元 +，P(Cp(1/z)) 一 
0， 即 PCpls/x))z 1, 

定理 8.55 令 P 是 从 绽 的 陈述 句 集 到 实数 的 二 值 函 数 ， 
车 PP 满足 条 件 8.1 一 8.7, 则 PP 满足 条 件 8.8 一 8.10， 

据 定理 8.52 和 8.55, 我 们 可 得 

定理 8.56 令 P 是 从 ST( 红 ) 到 实数 的 二 值 冰 数 , P 满 
足 条 件 8.8 一 8.10 <> 忆 满足 条 件 8.1 一 8.7。 四 

定理 8.57 P 构成 乡 的 真 值 浮 数 <>P 构成 乡 的 二 
值 概率 函数 . 

可 见 ,概率 理论 只 是 真 值 理论 的 一 种 概括 〈Reichenbach 
就 持 这 种 观点 )， 它 允许 真 值 函 数 (在 满足 条 件 8.1 一 8.7 .的 意 
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义 上 理解 ) 有 从 二 值 到 w 值 中 的 任意 值 。 真 值 理论 是 概率 理 
论 的 限制 ， 它 要 求 概率 范 数 只 有 二 值 。 值 得 注意 : 这 里 的 概 
率 函数 不 能 取 w 个 (第 一 个 不 可 数 基 数 ) 值 ,但 是 二 值 概率 函 
数 ( 即 真 值 函数 ) 在 一 个 基本 的 方面 不 同 于 多 于 二 值 的 概率 函 
数 , 即 前 者 是 外 延 的 , 而 后 者 不 是 。 我 们 这 里 称 纪 的 概率 函 
数 P 是 外 延 的 ， 若 P 的 值 唯一 依赖 其 变 目 中 的 陈述 名 的 直接 
子 陈 述 名 的 P 的 值 。 更 形式 地 说 , 若 P 满 足下 列 条 件 ; 

(i) 给 定 PCq) 一 P(p') 则 PCmep) 一 PC )， 

(ii) 给 定 PCp) 一 Plq') 和 RE) 一 PCw'), 则 

PCPA 和 Ag) 一 PCP' 人 办 ). 

(iii) 对 双 的 每 一 常 元 1, 若 给 定 P(g《1/x))=PCp'(1/ 
*)), 则 P((x)p) = P(x) p'), 

内 为 据 定理 8.11，P《( 9) 一 1 一 PC(p)， 所 以 无 论 P 
有 什么 值 , i) 都 成 立 。 当 P 是 二 值 函 数 时 ， 从 定理 8.54(3)， 
P《qp 人 由) 一 PLp)，P《w), 所 以 (让) 成立。 又 据 定理 8.33， 


POOP) 一 im (入 (alz) ) 所 以 (ii 成 立 ,但 是 当 P 


是 多 于 二 值 时 ，(ii) 从 而 (iii) 不 成 立 。 例 如 ， 假 设 pe ST 
〈 红 )，P(p) 一 1/2， 因 此 P(mp) 一 I/2。 据 定理 8.2， 
P(p 人 gp) 一 P(p) 一 1/2, 而 据 定理 8.8，P(pA 149) = 0， 
所 以 不 满足 〈ii)。 因 此 在 乡 的 概率 函数 中 ， 只 有 二 值 概率 
函数 是 外 延 的 ,其 余 的 都 不 是 ， 这 两 个 结果 是 预料 之 中 的 , 因 
为 P 在 此 被 理解 为 合理 相信 的 测度 , 当 P 是 二 值 时, 它 只 是 真 
值 函 数 ,而 真 值 函数 是 外 延 的 


$3 二 元 概率 语义 学 


本 节 我 们 首先 研究 二 元 概率 语义 学 ， 然 后 讨论 它 与 一 元 
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概率 语义 学 的 关系 ， 

令 {是 5 的 任意 党 元 扩张 ， 称 P+ 是 5 + 的 二 元 恬 训 
函数 ， 若 P+ 是 从 绕 * 的 每 一 陈述 句 对 到 实数 的 函数 使 得 P+ 
满足 下 列 条 件 : 

条 件 8.11 存在 经 + 的 一 陈述 句 9 和 一 陈述 名 y 使 得 
Pr(C9,0) 1, 

条 件 8.12 0 < Pt(9，d)， 

条 件 8.13 PCpyp) 一 1 

条 件 8.14 若 存在 9€ ST(S + ) 使 得 PC6,4) 天 1, 则 
PC tm 1 Pi(p,6). 

条 件 8.15 P!CpAw,0) ~ PtCp, NAO): PrCb,9), 

条 件 8.16 PtCpAw,0) ~ PCw Np,0). 

条 件 8.17 PtCe ,4A6) 一 P+(p,9N). 

素 件 818 Pop 一 imP (CAwGz/a 人) 


从 直观 上 解释 ，P+(Cwiyp)，Pt+(v),，… 是 一 合理 认 
知 主体 根据 $e ST( 纹 ?+ ) 同 时 相信 pp eST(S+) 的 
程度 、 

定义 8.5 对 任意 儿 !* 的 任意 P', 称 4E ST(5+) 是 P+ 
正规 (P+ 反常 ) 的 , 若 存 在 (不 存在 ) me ST( 红 +) 使 得 P*(q， 
由 ) 天 1。 

因此 若是 P+ 反常 的 , 则 对 任意 pe ST( 灾 +)，Pt(Cp， 
J)=1, 

定义 8.6 称 在 二 元 概率 意义 上 p& ST( 以 ) 逻辑 真 , 若 
对 双 的 任意 芭 + 和 弘 + 的 任意 P+ 和 任意 be ST( 经 )， 
PCp; 消 ) 一 1。 称 在 二 元 概率 意义 上 SSST(S ) 逻辑 推出 
Pp, 若 对 纪 的 任意 颖 1, 红 + 的 任意 P+ 和 任意 4€ ST( 经 )， 
如 果 对 每 一 90€ 3，P+(6:6) 一 1 那么 P+(y,5) 一 1， 
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注意 ; 在 下 列 定 理 中 用 “P+” 代 换 “P”， 这些 定 理 仍 成 
立 。 

定理 8.58 P(gp,4)<1, 

证 明 : 车 4 是 P 反 常 的 , 则 据 定 义 8.5，P(p,) 一 1. 假 
设 上 是 P 正 规 的 , 则 据 条 件 8.12，P( ep) 二 0, 因此 据 条 
件 8.14， Plg,4)<1, 

定理 8.59 P(p, 人 和信 p) 一 1. 

证 明 ; 据 条 件 8.13，P(4Ap,p 和 9) 一 1, 从 条 件 8.15， 
PCw,pA(CYNAp))， P(p, SA) 一 1， 而 据 条 件 8.12 和 定 
理 8.58，P(b,pA 人 (Ap))er0,1] EE PCg, pA op)e [0, 
1]， 所 以 它们 中 每 一 个 篆 为 1。 

定理 8.60 P(p,p 人 和 人 y) 一 1. 

证 明 据 定理 8.59 和 条 件 8.17。 

定理 8.61 令 4 是 P 正 规 的 ， 则 (1) PC(T1%，w4) 一 0， 
(2) PC mVAp bp) = 0. 

证 明 ; (1) 据 条 件 8.13,8.14 和 关于 风 的 假设 ， 可 证 (1) 
成 立 。(2) 据 条 件 8.15，P( Ap) 一 PCPATop)， 
据 条 件 8.15，P(PA 6, $5)= PCp, oA) :PCY, 
风 ), 据 (1) 即 有 ,PC TANg,4) 一 0. 

定理 8.62 若 不 存在 op 人 A%eST(S) 使 得 PCp, lp 
作风 ) 一 0, 则 对 每 一 这 样 的 %, PCp, 少 ) 一 1。 

证 明 : 假设 存在 me ST( 弘 ) 使 得 P(gp,$) 冯 1, 则 风 
是 P 正 规 的 ,因此 据 定理 8.61(2), P( Ip 和 人 Tp,$) 一 0。 气 
条 件 8.15,P( mb， pA%)。P(Cm pb) 一 0, 但 因为 PCp， 
风 ) 关 1 且 是 P 正 规 的 , 所 以 据 条 件 8.14，P( Tp,w) 过 0， 
因此 ，P(Tow, Tip 人 人 48) 一 0， 亦 即 gqg 八 4 是 P 正 规 的 。 
但 据 定理 8.60，P( "ip, ip 人 yg) 一 1， 从 条 件 8.14，P(Cp， 
pAg) = 0, 
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定理 8.63 PlypN\$,9) < Pl ,0). 

证 明 : 据 条 件 8.15,，PCp 人 ,0) 一 P(p,w 人 90): Ply， 
6), 但 由 条 件 8.12 和 定理 8.58，P(q,w 人 9) 和 PC(w,9) 部 
在 区 间 [0,1] 中 ， 因 此 它们 中 间 没 有 一 个 小 于 P(p 人 多 ,9)， 
所 以 定理 成 立 。 

定理 8.64 Pl(pN\b,9) < P(p,9)。 

定理 8.65 若 PC(p 人 v4,6) 一 1, 则 

P(p,9) 一 P(J,0) = 1. 
证 明 : 假设 PCy 八 ,9) = 1, 因 此 
PlgMNw4,0) = Pl(yNm,0) = Pl(y,pNO). P(gp,0), 
所 定理 8.64 和 8.58，P(qy,0) 一 1， 又 由 定理 8.63 和 8.58， 
P(p,09) 一 1. 

定理 8.66 大 P(p 一 ,90) 一 0, 则 PCp,9) 一 1 且 
P(y%,0) 一 0， 

证 明 : 若 P(p 一 上 ,9) 一 0, 则 9 是 P 正 规 的 ， 因 此 据 
“一 ”的 定义 和 条 件 8.14，P(mA yp,6) 一 1， 又 由 定理 
8.655，P(p;0) 一 P( 1$,0) 一 1。 再 据 条 件 8.14， 就 有 本 
定理 成 立 。 

定理 8.67 PCpAp,4)= Plp,4). 

据 条 件 8.15 和 定理 8.60 可 证 定理 成 立 。 

定理 8.68 若 0 是 P 正 规 的 , 则 

P(rp,0)= Pl(pMNy,0) + PlpM 4,0). 
证 明 : 痢 ¥ 入 9 是 P 正 规 的 (否则 , 亦 然 )， 所 条 件 8.14， 
Ply,pA0) + PC J,p N90) = P(0,9 NAO) 
+ PC( 6, 入 9)。 
在 上 述 等 式 两 边 乘 上 因子 P(wp,68), 则 有 
PCb,pANA9)。P(p;0) 士 PC ,pp 和 5) 
“Plyp,0) = P(0,p M0). Plp,9) 
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+ PC9, pA9). PCp;9)。 
据 条 件 8.15 ,我 们 有 PC 入 pm,6) + P( NAo,6) 一 P(， 
gp 人 69)， P(gq,0) + P( "6 八 p,0), 从 定理 8.59 ,定理 8.61(2) 
和 假设 , 即 可 证 得 定理 成 立 。 

定理 8.69 若 Pl(p 一 ,60) 一 1 且 P(p;6) 一 1 ， 则 
P(g,0) 一 1， 

证 明 : 若 6 是 P 反 常 的 , 则 据 定 义 ，P(4,90) 一 1， 因此 
假设 9 是 P 正 规 的 且 P(p 一 ,0) 一 1, 据 条 件 8.14 和 “一 ” 
的 定义 ，P《q 和信 lw$,，9) 一 0， 据 定理 8.68, Pl(p 人 yw, 6) 一 
P(g,9), 因 为 Pp,9) 二 1, 则 Pl(p 信 ,9) 一 1, 因此 据 定 
理 .8.63, P(y,0) 一 1, 上 述 定理 对 应 于 规则 8.1. 

定理 8.70 若 PC(q9,0) 一 PC(%,90) 一 1, 则 PlpN\y， 
0)=1. 

证 明 ; 若 6 是 P 反 常 的 ， 则 显然 ， 若 9 是 了 正规 的 ， 且 
P(p，,6) 一 1, 则 所 定理 8.68，P(pA，6) 十 P(p 和 人 yd， 
2) 一 1， 而 据 条 件 8.14 和 假设 P(4,0) 一 1，P( 9) 一 
0, 因 此 据 定理 8.68 PC( YA;,6) 十 PC( VAN Te;6) 一 0， 
即 PC ypAep，,6) 一 0， 所 以 据 交换 律 和 上 述 结果 可 得 ，P 
(yg M4,0) 一 1， 

定理 8.71 若 q 形 如 公理 8.1 一 8.6， 则 对 每 一 少 6 
ST(Y),P(9,4)=—1. 

证 明 : 令 前 提成 立 , 我 们 证 明 若 存在 4€ ST( 乡 ) 使 得 
P(p， 9pA%) 一 0, 则 会 产生 矛 填 。 因 此 不 存在 me ST( 乞 ) 
使 得 P(p， mAy) 一 0， 所 以 据 定理 8.62，P (9 ,J)==1. 

情况 1: gp 形 如 gp’ 一 9'A 人 9'。 假设 存在 we ST( 乞 ) 
使 得 P(p,， 9 入 办 一 0,， 即 Plp’—> 9 Np pMNy)= 
0。 则 据 定 理 8.66,(1)PCg’,， Tip 人 4) 一 1，(2)P(o' 人 人， 
Tp 人 4) 一 0, 但 所 (2) 和 定理 8.67 可 知 ，P(p… ip 信 y)= 
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一 0, 这 与 (1) 矛 盾 . 

情况 2 : gp 形 如 9 和 几 一 9。 假设 存在 ge ST(S) 
使 得 P(p， 9A%) 一 0。 据 定理 8.66 ,我 们 有 (1) PC 入 
只, 1pA 和 Ag 一 1 (2) P(g', 9A) 一 0， 由 (1) 和 定理 
8.65, 得 P(gq', lp 人 由 ) 一 1, 与 (2) 矛 盾 . 

情况 3 : gp 形 如 (pp' 一 J) 一 (CA 和 9') 一 1 (8' 信 
9'))， 假设 存 在 EST( 红 ) 使 得 PC(y, mA 人) 一 0。 据 
定理 8.66,(1) PCp’ 一 ,pMG) = 1 (2) PCTCw 和 
0 ) 一 《8' 人 gp )，Tp 人 入 w) 一 0。 但 据 (2) 和 定理 8.66， 又 
有 ,(3) PC (4 人 A6)， TopNMy) = 1. (4) PCCO'N Pp’), 
"lp 人 $8) 一 0。 因此 据 条 件 8.14， 我 们 又 有 ,(5) PC(8 人 gp'， 
TPA4) 一 1。 而 据 定 理 8.65 ,得 (6) P(p mAm) 一 1， 
(1) 和 和 定理 8.69, 得 《7)P《w', lp 人 4) 一 1。 由 条 件 8.14 
和 (3), 有 (8) Plw'A 人 9',“1p 人 四) 一 0。 因 此 据 条 件 8.16， 
(9) P(6A 几 ,9Ab) 一 0 而 据 (5) 和 定理 8.65，(10) 
P(0， Ab) 一 1， 因 此 由 (9)，(10) 和 定理 8.68， 得 
P(9' 信 "iW,， lp 人 4) 一 1。 据 定理 8.65,， P(g', "Tip 人 人 
由 ) 一 1， 这 与 (7) 了 矛盾. 

情况 4 : 9 形 如 op 一 (z)9 其 中 zx 在 p' 中 不 出 现 , 假 
设 存在 %e ST( 弘 ) 使 得 PL(p，"lp 人 4) 一 0。 据 定 理 
8.66,(1) P(p… JIpAG) = 1. (2)P(x)p’, pAV)=0. 
由 (2) 和 条 件 8.18, 得 JimPRCC (pNPON:: Nv’, 1 

i 项 

Pp 人 4) 一 0, 从 而 由 定理 8.67 和 极限 定义 得 出 ,PC(q'，Tlp 信 
) 一 0, 这 与 (1) 矛 盾 。 

情况 5: 9 形 如 (x)p' 一 gpg'(:/x)。 假设 存在 E 
ST( 绕 ) 使 得 PL(p ,lp 八 ) 一 0， 则 据 定 理 8.66， 我 们 有 
(DPC pp 人 9) 一 1。(〈2)》 对 红 的 某 个 常 元 站 PCw' 
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《zt/r)， 9 入 4%) 一 0. 但 据 (1) 和 条 件 8.18 得 出 ,(3) 
lim P (和 A q(t/x), Tey)~— 1。 


t= 


由 定理 8.64 可 知 对 从 1 开始 的 每 一 j， 
P (人 yn/x), ph 4) 一 上， 


因此 据 定理 8.65， 对 红 的 每 一 常 元 *，P(Ce' (zz)， ip 人 
几 ) 一 1, 这 与 (2) 矛 盾 . 

情况 6: 9 形 如 (x)《p' 一 ) 一 《(x)gq' 一 (x) 加 ). 假 
设 存在 wt ST( 乡 ) 使 得 P(gp，Tip 人 4) 一 0， 则 据 定 理 
8.66 我 们 有 , (1) P (Cz) (p> 8), TpAy) = 1. (2) 
PL) (x)y， lp 人 由 ) 一 0。 由 (2) 和 定理 8.66 我 们 
有 ,《3) Pl(x)9’, ppA%) 一 1 (4) Pll)p', ph 
由 ) 一 0。 因 此 据 (1),(3) 和 条 件 8.18, 有 (5) 


imP( 人 Cp CD, pho) ~1, 
和 (6) 
imP (人 人 pCu/x), pMY ) -1. 
由 定理 8.64 我 们 有 (7), 对 的 每 一 常 元 t， 
Pl(p’—> /7), pMNG) = 1, 
(8) 对 红 的 每 一 常 元 1:,， PC《q'《1/x), “lp 人 由) 一 1。 由 定理 


8.69,(9) 对 红 的 每 一 常 元 1, PC C2/x), ip 人 4) 一 1， 因 
此 据 定理 8.70 和 极限 定义 我 们 可 得 ,(107 


limP (人 gn/x), TpA#)— 1， 


据 条 件 8.18，P《(x)b', lp 人 由 ) 一 1, 这 与 (4) 矛 盾 。 
定理 8.72 令 P 是 双 的 公理 , 则 对 每 一 pe ST( 经 )， 
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P(p:%) 一 1。 

据 定理 8.71,8.69 以 及 极限 定义 和 条 件 8.18, 可 证 定理 成 
立 ， 

定理 8.73 若 SF-p， 则 对 任意 gE ST( 红 )， 若 每 一 
O¢€sS, PC(0,4)=—=1, 则 PC(p,b) 一 1 

证 明 类 似 定理 8.42， 

因为 在 定理 8.73 中 用 “P+” 置 换 “P” 仍 成 立 , 所 以 我 们 有 
下 列 对 应 定理 8.43 的 重要 定理 : 

定理 8.74 若 SF9, 则 在 二 元 概率 意义 上 $ 逻辑 推出 9. 

为 了 证 明定 理 8.74 的 逆 定 理 , 还 需 以 下 定义 和 定理 。 

定义 8.7 令 SEST(), 称 函数 Ps 是 纺 中 5 的 二 元 
相伴 概率 , 若 P, 满足 下 列 条 件 : 对 任意 p,4E ST( 弓 ), 车 
SF 一 p， 则 Ps《9,4$) = 1; 否则 Ps(9 ,4) 一 0. 

定理 8.75 令 SEST( 乡 ),， Ps 是 纪 中 的 二 元 相伴 概 
率 ， 则 有 

(1) Ps 满足 条 件 8.11 一 8.13 ,8.15 一 8.1?。 

(2) 若 $ 在 纪 中 极 大 一 致 , 则 Ps 满足 条 件 8.11 一 8.17 。 

(3) 若 § 在 这 中。 完全 , 则 P， 满足 条 件 8.11 一 8.13， 
8.15 一 8 18. 

(4) 若 § 在 中 极 大 一 致 且 w 完 全 ， 则 Ps 构成 民 的 
二 元 概率 函数 ( 即 Ps 满足 条 件 8.11 一 8.18)。 

证 明 ; (1) 除 了 条 件 8.15, 其 余 的 都 可 以 从 Ps 的 定义 和 
弓 中 关于 证 明 论 的 基本 事实 得 到 。 因 此 在 此 只 须 证 Ps 满足 
条 件 8.15。 

不 失 一 般 性 假设 9 是 了 正规 的 , 且 Pp 人 4,,6) 一 1. 
据 定 义 8.7，SF-6 一 9 人 由 ,因此 SF9 一 由 SpA 一 9。 
由 定义 8.7,，Ps($,0) 一 Ps(p ,和 6) 一 1; 因此 

Ps( 入 由 ,6) Ps(p,0) 有 Ps(y,4A0), 
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再 假设 Ps《(g 八 $,9) 一 0, 据 定义 8.7，59 一 p 八 ,因此 
有 5 全 0 一 频 或 5 全 4w 和 9 一 g， 据 定义 8.7, Ps《w,9) 一 0 
或 Ps《q,wA9) 一 0, 所 以 仍 有 

Ps(Pp 人 4,6) 一 Psy,0)* Pp, 4NO), 

(2) 假设 $ 在 纪 中 极 大 一 致 且 存 在 9€ ST( 色 ) 使 得 
Ps(6,%) 关 1。 据 定 义 8.7，5 估 一 9， 因 为 § 是 极 大 一 致 
的 ,所 以 wg 一 0¢5,，S 上 -Cy 一 909). 即 (i) SA 6, 我 
们 先 假设 Ps( ip,$) 一 1， 据 定义 8.7，SHy 一 人 p。 若 
Su 一 pp， 则 Sb 一 人 pp 和 pp，SF 1$。 再 据 (i)， 就 有 
SA 1g 八 19， 这 引起 了 矛盾， 所 以 5 全 4 一 pp。 据 定义 
8.7，Ps《q,) 一 0。 再 假设 Ps 9p,8) 一 0, 则 Sp 一 
Tp。 据 $ 的 极 大 一 致 性 ,SH- (一 人 p). 若 ?F 一 9 
也 有 类 似 上 面 的 矛盾 ,因此 SF 一 9g, Ps(y,J) 一 1. 

(3) 证 明 类 似 定理 8.44(3) 的 证 明 。 

定理 8.76 令 SESST( 红 ) 且 在 经 中 极 大 一 致 ，Ps 是 
红 中 8 的 二 元 相伴 概率 ，p,w€ ST(S) , 则 
(1) 一 ES<e>Pi(p,p) 一 1， 

(2) 若 peE5, 则 PC， GAO)) 一 1. 若 lp€E5， 则 
Ps(p， CA)) 一 0。 

证 明 : (1) 若 一 pe 5， 则 SF 一 9， 据 定义 8.7， 
PC) 一 1 若 册 一 9gS8， 则 据 S 的 极 大 一 致 性 ，5 人 不 
由 一 9 据 定 义 8.7，Ps(p:y) 一 0， 因 此 Ps(9,4) 关 1。 
(2) 若 p € $5, 则 ISA To) > ES,SF A 0 一， 
所 以 Ps(p, (pA 6)) = 1. 若 -lp € 5, 则 Pp¢S, ICpA 
6) pg5， 因此 St (Am oO) 9, Pslp, CA 
0) = 0 

定理 8.77 令 SSEST(S) 且 在 这 中 无 穷 可 扩张 ,p & 
5T( 红 ), 着 5 个 p， 则 存在 乡 的 二 元 概率 函数 PP 和 中 6 
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ST( 到 ) 使 得 对 每 一 9€ 3S，P(g,0) 一 1 但 PC,%) 关 工 . 

证 明 : 假设 5 全 p, 其 中 5 在 红 中 无 穷 可 扩张 的 ,HGCSU 
{19)) 是 红 中 SU{Te} 的 Henkin 扩张 ，P 是 双 中 
H(SU{ Tp}) 的 二 元 相伴 概率 。 对 任意 WEST( 绕 ), 令 
一 CY 人 44'), 因 为 HC(SU{ Tip}) 在 绢 中 极 大 一 致 ， 
所 以 据 定 理 8.76(2)， 对 由 和 每 一 6€ 5, P(6, 5) 一 1 且 
P(9p;y) 一 0。 又 因为 HGSU{ 19)) 在 双 中 中 完全 且 极 
大 一 致 ,所 以 据 定理 8.75(2), P 构成 乡 的 二 元 概率 函数 。 

因为 在 定理 8.75,8.76 中 用 “P+” 置 换 “P”, 这 些 定理 仍 成 
立 , 所 以 据 定理 8.77 ,我 们 有 

定理 8.78 令 S 和 FP 定义 如 定理 8.77， 如果 对 弥 的 任 
意 二 元 概率 函数 了 和 弓 的 任意 陈述 句 少 ， 若 对 每 一 9€ 5， 
P(9,$) = 1, 则 P(p,%) 一 1 那么 SFe。 

若 $ 在 多 中 不 是 无 穷 可 扩张 的 , 我 们 用 类 似 定理 8.47 
后 面 那样 的 处 理 。 据 定理 8.78 ,我 们 有 

定理 8.79 令 任 意 SEST(S), 任 意 p& ST( 纪 ) , 若 在 
二 元 概率 的 意义 上 5 逻辑 推出 p, 则 SF 

因此 ,再 据 定理 8.74 且 令 5 一 8 ,我 们 有 

定理 8.80 令 任 意 weST(2)，F9 <>9 在 二 元 概 
率 意 义 上 逻辑 真 。 

下 面 我 们 讨论 一 元 概率 函数 和 二 元 概率 函数 的 关系 。 令 
TT 一 4C8G) 人 10《4)), 其 中 8 是 红 的 一 元 谓词 是 经 
的 字母 顺序 排列 的 第 一 个 常 元 

定理 8.81 令 P 是 2 的 任意 二 元 概率 函数 , 则 有 

(1) PCp:,b 和 AT) 一 PCPp;p)。 

(2) 若 存在 pg€ STC 红 ) 是 了 正规 的 , 则 TT 是 P 正 规 的 . 

(3) T 是 P 正 规 的 。 

证 明 : (1) 据 条 件 8.15,P(T 人 9:%) 一 PT,9 入 y)。 
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P(9，, 峭 ), 由 定理 8.80,P(T,pA%)=1 因 此 P(T 和 pp) 一 
P(g,w), 同 理 Pl(p A Tb)= Pl, TAG): PCT, 4)=— 
Plg, TA). 因此 由 条 件 8.16， P(gp, TAY)=P(p, 史 )， 
由 条 件 8.17，P(p ,由 入 T) 一 PC 小 )。 

(2) 假设 对 任意 pe ST( 乡 ),P(p,T) 一 1. 上 且 令 由 是 
己 的 任意 陈述 句 , 则 TT 是 了 反常 的 , 所 以 Plp 人 vw,T)=1. 
由 条 件 8.15,P(p ,AT)。P(p,T) 一 1; 由 条 件 8.12 和 定 
理 8.58，P《p,4 人 TT) 一 1, 由 (1)，P《p,) 一 1， 因此 ,对 
任意 p,wE ST(S)，P(p;p) 一 1。 据 逆 否 命题 ， 若 存在 
PPEST(Y), Plyp,s) A 1, 则 存在 pe ST( 纺 )， 

Plqg,T)A 1 

(3) 据 条 件 8.11 和 (2)， 可 证 (3) 成 立 。 

值得 注意 , 若 我 们 令 上 述 T 是 纪 的 任意 公理 , 仍 有 定理 
8.81 成 立 , 因 此 这 的 所 有 公理 是 正规 的 ， 

定义 8.8” 称 二 元 概率 函数 P 是 对 T 的 限制 ， 若 P 的 后 
一 变 目 只 取 工 为 值 。 称 二 元 概率 函数 P 有 一 个 一 元 概率 函数 
Pr 作为 P 对 TT 的 限制 , 若 Pvp) ja Plp,T) 且 P+ 满足 条 
件 8.1 一 8.7。 称 一 元 概率 函数 P+ 是 二 元 概率 纲 数 已 对 T 的 
限制 , 若 对 每 一 p6 ST(S),Pr(p) 一 P(p,T). 

定理 8.82 (1) 红 的 每 一 二 元 概率 函数 都 有 一 个 红 的 
一 元 概率 函数 作为 它 的 限制 。 

(2) 2 的 每 一 一 元 概率 函数 都 是 2 的 一 个 二 元 概率 
函数 对 的 限制 。 

证 明 : (1) 令 Pr(z) 一 Plp ,TT), 下 面 证 Pr 满 中 条 件 
8.1 一 8.7。 据 定理 8.81(3) 和 8.68 ， 

Plp,T)— PCMAG,T)+ PlpAN Gs, T), 

因此 ，Pt(p) = Pr(p 人 4) + Pr《p 八 1w), 而 这 就 是 条 件 
8.3。 利 用 条 件 8.12 ,8.16 和 8.18, 和 上 述 方法 直接 证 明 Pr 满 
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足 条 件 8.1，8.3 和 8.7， 利 用 定理 8.73 和 8.67 和 上 述 方法 可 
证 明 P+ 满足 条 件 8.2 和 8.4。 通过 重复 使 用 条 件 8.15 和 定 
理 8.81(1), 可 证 明 Pr 满足 条 件 8.6.。 

(2) 令 P 是 红 的 任意 一 元 概率 函数 ,定义 尼 如 下 : 车 
P(Cb) 关 0) 则 PCp)p) 一 PCPA%)/PCD)，, 和 否则 

P'(9) 一 1. 
令 P+ 是 P' 对 TT 的 限制 , 则 易 证 下 列 成 立 ，(i) P+ 构成 纤 
的 二 元 概率 函数 。(ii) 对 任意 pe ST( 经 )， 
PTCP) 一 PC9). 3 

因为 据 定义 ,Pi《(q) 一 P'《q, 丁 ), 而 据 条 件 8.2, P( 丁 ) 天 0。 
因此 据 上 述 定义 , Pr(p) 一 P(p 和 AT)/P(T), 而 由 定理 8.10 
和 条 件 8.2,P(p 和 人 AT)/P(T) 一 P(e)。 因 此 存在 红 的 二 元 
概率 函数 Pi 使 得 P 是 P4 对 下 的 限制 。 

Leblanc 把 概率 作为 认 知 主体 的 合理 相信 度 赋 于 语言 
红 的 陈述 句 集 , 这 是 在 条 件 8.1 一 8.7，8.11 一 8.18( 它 们 只 刻 
划 了 一 元 和 二 元 概率 函数 的 纯 形 式 特征 ) 之 外 增加 了 非 形式 
的 语义 信息 ,如 果 我 们 气 弃 了 这 一 部 分 非 形式 语义 信息 , Leb. 
lanc 在 本 章 所 得 的 结果 仍然 成 立 。 不 仅 如 此 , 上述 结果 还 可 
以 加 强 。 例 如 对 公理 和 推理 规则 还 可 以 放宽 ， 使 它们 也 可 以 
作用 在 公式 上 ， 而 不 仅仅 象 现 在 那样 作用 在 句子 上 。 这 就 说 
明 ,建立 一 个 纯 形式 概率 语义 系统 不 仅 是 可 能 的 ,而 且 还 是 有 
用 的 。 
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第 九 章 无 穷 概 率 逻 辑 


在 本 世纪 60 年 代 D. Scott 和 P. Krauss 在 [18] 一 - 文 
在 无 穷 概率 逻辑 方面 散 了 许多 开创 性 的 工作 。 他 们 运用 了 布 
尔 代数 ,测度 论 和 模型 论 等 工具 ,研究 如 何 把 概率 峰 于 人 允许 无 
穷 长 的 公式 ,并 初步 建立 了 无 穷 概率 逻辑 的 模型 论 ,但 当时 他 
们 还 没有 真正 建立 形式 化 的 无 穷 慨 率 罗 和 辑 的 语法 系统 . 70 年 
代 ，D. N. Hoover 和 H. J. Keisler 建立 了 较 完 备 的 无 穷 
概率 逻辑 的 语法 系统 和 模型 论 a92u。 而 后 ，Hoover 和 H.J. 
Keisler 等 人 逐步 丰富 了 无 穷 概 率 逻 辑 ， 建 立 了 带 概率 量词 ， 
随机 变 项 算 子 ， 积 分 算 子 和 条 件 期 望 算 子 的 不 同 的 无 穷 概 率 
人 逻 辑 和 内 容 丰 富 的 模型 论 。 无 穷 概率 逻辑 成 为 经 典 一 阶 逻 辑 
的 无 穷 扩 张 中 最 富 成 果 的 应 用 逻辑 。 

本 章 我 们 主要 介绍 Model-Theoretic Logics 一 书 中 
Keisler 对 无 穷 概 率 过 辑 的 研究 呈 , 由 于 篇 幅 限制 ， 我 们 在 此 
只 讨论 带 概率 最 词 的 无 穷 概率 逻辑 . 


$1 具有 概率 量词 的 逻辑 人 hp 


本 节 我 们 引入 逻辑 绽 Ap， 它 非常 类 似 于 一 阶 无 穷 逻辑 
作 A 一 AN 纹 。s。， 其 中 A 是 可 容 集 ， 色 。。 是 在 普通 带 等 词 
的 一 阶 膛 辑 基础 上 藉 加 可 数 合 取 号 .公理 增加 : 人 $9 一 9, 若 
Pp EB 有 9 可 数 且 VB 中 只 有 有 穷 多 个 自由 变 元 ， 规 则 增加 : 
也 一 pegiF 史 一 人 人 05. 
逻辑 儿 A 没有 普通 的 全 称 量词 (*7 和 存在 量词 (3x), 代 之 
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以 概率 量词 (px > r)。 适 合 于 这 种 逻辑 的 模型 是 一 阶 模 型 ， 
并 且 它 带 有 论 域 上 的 (可 数 可 加 ) 概 率 调 度 使 每 一 关系 可 测 。 
公式 
(pz 过 r)9p(x) 

表示 集合 {x+: p(x)} 至 少 有 概率 >。 这 一 节 我 们 提出 逻辑 
红 Ap 的 公理 、 推 理 规则 和 关于 概率 模型 的 定义 以 及 基本 概 
念 ,以 便 后 几 节 更 详细 地 研究 和 讨论 ， 

1. 语法 

本 章 一 直 假 设 A 是 可 容 集 2 ,并 且 对 于 w€ A. 每 一 a€ A 
是 可 数 的 , 即 AGEHC, 其 中 HC 是 遗传 可 数 集 的 集合 . 

今后 一 直 假设 语言 乡 是 由 有 穷 元 的 关系 符号 和 个 体 常 
元 符号 (除非 另 加 说 明 ) 组 成 的 A 递归 集 ， 注 意 双 中 没有 函 
数 符号 。 在 [19] 中 ，Hoover 建立 的 无 穷 概 率 逻 辑 的 语言 有 
函数 符号 。 

定义 9.1 逻辑 红 A 有 下 列 逻 辑 符号 : 

《1) 可 数 个 个 体 变 元 xs， 对 2eN (自然 数 集 )， 

《2) 联结 词 ” 和 入 。 

(3) 最 词 (Px 过 >)， 其 中 z 一 《xi xs》 是 不 同 的 个 
体 变 元 的 一 个 4 元 组 ,，r €E AN[0,1]. 

《4》 等 词 符号 =， 

定义 9.2 这 hp 的 公式 集 是 使 得 下 列 条 件 成 立 的 最 小 的 
集合 

(1) 一 阶 逻 辑 的 每 一 原子 公式 是 红 Ap 的 公式 。 

(2) 若 ? 是 红 Ap 的 公式 , 则 Tg 也 是 呈 Ar 的 公式 ， 

(3) 若 BEA 是 色 Ap 的 公式 集 且 只 有 有 穷 多 个 自由 
变 元 , 则 和 9 是 双 A， 的 公式 。 

《4) 若是 sp 的 公式 且 《Px 之 7) 是 红 Ap 的 概率 
量词 , 则 (Px 宇 r)p 是 红 AP 的 公式 。 
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注意 : 上 述 公 式 能 集合 论 地 构造 起 来 使 得 色 Ap 的 公式 
集 是 A 的 子 集 。 若 我 们 用 给 wp 指称 当 A 一 HC 时 的 到 Ap， 
则 

ES ANG ap, 

自由 变 元 和 约束 变 元 的 概念 定义 如 通常 ,量词 (Px 之 7) 
约束 # 元 组 * 中 所 有 的 个 体 变 元 、 等 词 关系 在 逻辑 双 Ap 中 
只 起 较 小 的 作用 ,这 是 因为 缺少 全 称 量词 和 存在 量词 的 缘故 ， 

定义 9.3 在 红 Ap 中 引入 下 列 约定 ， 

(1) (Pr < rw 会 下 CE > 1) op. 

(2) (Pi < /pACPE 17) 1 

(3) (Px >r)pE (Pr >1—r) gy. 

(4) A 9 会 1 人 人 19. 

(5) 一 ,<> 定 义 如 通常 ， 

从 直观 上 说 ,量词 (Px 之 1) 类 似 一 阶 逻 辑 中 的 全 称 量词 
(x*), 但 比 (*) 要 弱 ; 而 量词 (Px > 0) 类 似 一 阶 远 辑 中 的 存在 量 
词 (3*), 但 比 (3*) 要 强 。 原则 上 可 以 只 利用 约束 一 个 变 元 的 
概率 量词 (Px 宇 7), 而 把 (Px 之 r+) 作 为 缩写 引信 人 ,但 这 样 的 缩 
写 相 当 复杂 ,所 以 较 简单 的 做 法 是 在 语言 中 直接 引入 (P# 之 
7). 

2. 概率 模型 

在 定义 概率 模型 之 前 ， 我 们 先 来 介绍 概率 论 和 测度 论 的 
某 些 非常 基本 的 概念 ， 首 先 ， 一 个 有 穷 可 加 概率 空间 是 (4， 
5,p》, 其 中 S$ 是 4 的 子 集 的 域 , & 是 3 上 的 实 值 函数 pp:5 一 
[0,11, 并 且 使 得 x《4) 一 1, 且 对 X,Y € 8, 有 

(XUY) = p(X—Y)+ plY — X)+ ux(XNY), 
我 们 称 集合 Xe 8 为 & 可 测 的 ，4 称 为 4 上 的 有 穷 可 加 概率 
测度 ，《4,5, 4) 称 为 概率 空间 。 若 5 是 6 域 且 4 是 可 数 可 加 
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的 , 即 在 5§ 中 若 XSX,C-…, 则 
a( U x,) 一 im p(X,). 

在 这 种 情况 下 ，& 称 为 4 上 的 可 数 可 加 概率 测度 。 为 了 简单 
起 见 ， 我 们 以 后 就 用 “概率 测度 ”来 表示 “ 《可 数 可 加 ) 概 率 测 
度 ”. 

集合 X 称 为 上 的 零 测 集 , 若 存在 了  X 使 得 上 w(Y) 一 0. 
两 个 概率 空间 (4,S, gp》 和 《B,T ,zy) 的 积 是 下 列 概率 空 间 : 

(A Xx B,SOT, x@»), 
其 中 4 X 8 是 笛 卡 尔 积 , S$ @T 是 由 可 测 矩 形 集 XXY (其 中 
XE 5,Y ET) 生 成 的 0 代数 , 昌 
(pIX XY) = p(X) v(Y), 

上 述 乘积 空间 是 二 重 乘积 空间 ,我 们 也 可 简单 地 用 《A"，5”， 
pk") 来 指称 n 重 乘积 空间 。 

一 般 说 ,对 角 集 {《(x,x):x€ A} 不 是 w: 可 测 的 但 是 车 
每 一 单元 集 是 可 测 的 ， 则 存在 一 种 典范 方式 把 积 测度 扩张 到 
这 样 的 对 角 集 上 .在 每 一 单元 集 有 零 测度 的 情况 下 ,这 样 的 对 
角 集 也 有 零 测 度 。 但 一 般 说 来 ， 只 有 可 数 多 个 单元 集 有 正 测 
度 ， 并 且 这 样 的 对 角 集 的 测度 是 这 些 单 元 集 测度 的 平方 和 。 

定义 9.4 令 《〈4,3,w) 是 概率 空间 ,并 且 使 得 每 一 单元 
集 可 测 , 则 对 每 一 nE N,《A",5",p"》 是 概率 空间 , 并 且 使 
得 So 是 8 的 可 测 矩 形 和 对 角 集 

Di = {(z€ A':x; — x;} 
生成 的 o 代数 , 且 p' 是 pe" 对 5 的 唯一 扩张 
uDi) = 之 (CAC{zj)7 





定理 9.4 若 《4,5, p> 是 使 得 每 一 单元 集 可 测 的 概率 空 
闻 ， 则 由 定义 9. 4 给 出 的 5 的 测度 p'” 存 在 且 唯 一 。 因 此 
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对 每 一 +€ 8”"， 存 在 一 p* 可 测 集 忆 使 得 wo2(CXAD) 一 0， 
其 中 XA 了 表示 X 和 也 的 对 称 差 ; 
XAU 一 (和 一 0)UGCO 一 X)， 
证 明 ; 我 们 在 此 给 出 > = 2 的 证 明 ， 因 为 
S$? = {XEA:X = (YND2)N(Z 一 Do)， 
其 中 了 ,Ze 3)。 
定义 2:3S2 一 [0,1] 如 下 ; 
2(X) 一 DD) Cr+ AZ) 一 > Cul{x}))’, 


(ss)€Y Cr)€7 





显然 > 一 p 是 %2 上 唯一 的 可 数 可 加 概率 测度 , 且 扩张 双 
满足 
2(Du) 一 > (Cpl{x})). 


令 E={(r,x*)€ Du: pl{x}) >0},U0=(YNE)U(Z — E), 
因为 E 可 数 且 每 一 单元 集 可 测 , 所 以 ,从 而 U 是 pe 可 测 的 。 
又 因为 v(Ds 一 E) 一 0 且 x 人 VSDu 一 E， 所 以 我 们 有 
v(XAU) 一 0。 证 毕 。 

现在 我 们 定义 语言 乡 的 概率 模型 。 

定义 9.5 经 的 概率 模型 为 

U= (A, Ri cy pienier, 

其 中 《A,R?,c})ierjes 是 经 典 一 阶 模型 ，p 是 4 上 的 (可 数 
可 加 ) 概率 测度 ， 并 且 使 得 每 一 单元 集 可 测 , 任 一 R? 是 
可 测 的 。 

因此 我 们 对 up[z] 〈 即 在 4 中 za€ 4 满足 p(x*), 其 
中 一 《4,……,x,》) 可 以 给 出 下 列 递归 定义 : 

(1) FEO[z]<>OGC) 是 色 Ap 的 京子 公式 ， 且 a€ 
2 

(2) uaFE 了 ef <e>u 比 pp52]， 即 2 在 站 中 不 满足 


*217* 





T(x). 
(3) uF 人 wp[z]<> 对 每 一 pg€9,UFg[a]， 其 中 


pep 

2eA 是 红 Ap 的 可 数 公式 集 。 

(4) UE(Py > 709,72 < {be A":UFE [4,5]} 
是 _ 5” 可 测 的 且 至 少 有 测度 7。 

定理 9.2 对 每 一 概率 模型 4, 以 及 每 一 公式 p(*,7) € 
么 Ay 和 A 中 每 一 序列 a, 集合 {2€ 4":UEp[la,2]} 是 pt 
可 测 的 。 

我 们 利用 定理 9.2 证 明 儿 A 的 满足 关系 中 有 我 们 想 要 
的 意义 ， 该 定理 的 证 明 可 以 利用 下 面 的 Fubini 定理 的 “对 
角 ” 形 式 和 数学 归纳 法 得 到 。 

定理 9.3 (Fubini 定理 ) 令 4 是 概率 测度 使 得 每 一 单 
元 集 可 测 ，8CS4"*" 是 _utetw 可 测 的 , 则 

(1) 每 一 节 8 一 (7 人 4:376B 是 ww 可 测 的 。 

(2) 函数 /(:) 一 pCB,) 是 pW 可 测 的 。 


(3) aero(B) 一 aaew， 


证 明 ; 该 定理 的 证 明 与 通常 的 积 测度 的 Fubini 定理 的 
证 明 相同 。 车 我 们 想 在 语言 中 同时 引入 全 称 量词 和 概率 最 
词 , 则 定理 9.3 不 成 立 , 这 是 因为 可 测 集 的 投影 自身 无 需 是 可 
测 的 ， 

模型 论 的 概念 : 同 构 ， 双 AP 初等 等 价 ， 儿 A* 初等 子 模 
型 定义 如 通常 , 且 分 别 记 为 4 衬 3,U 二 ,p83,0<Aar3. 

3. 证 明 论 

Keisier 的 带 概率 量词 的 无 穷 概 率 遇 辑 有 两 个 公理 化 语 
法 系统 ,一 个 称 为 弱 红 sp*， 一 个 称 为 完备 到 Ap。 

定义 9.6 弱 双 se 的 公理 (模式 ) 和 推理 规则 如 下 : 其 
中 的 公式 和 公式 集 部 是 红 Ap 的 公式 和 公式 集 , 实数 +r，s€ 
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AN[O,1]. 
公理 3.1 用 和 的 所 有 无 量词 公理 : 
(1) 古典 命题 网 辑 的 重 言 式 及 其 代入 特例 。 
(2) AO 一 站 ,其 中 meo. 
(3) x rx. 
(4) xz 一 ?一 》 一 2 
(5) p(x) 人 1 一 x 一 p(t), 其 中 g(x) 是 公式 , + 是 项 ， 
gC) 是 用 上 置换 p(x) 每 一 自由 出 现 的 * 得 到 的 公式。 
公理 9.2 《单调 性 ) 
(Pz 之 r)p (Prt 宇 s)jp, 其 中 1 之 s 
公理 9.3 (Px 宇 r)p(x) 一 (Py 过 7r)pC07)。 
公理 9.4 (Pz 三 0)m。 
公理 9.5 〈《 有 穷 可 加 性 ) 
(1) (PsrmDpA 人 (PE 和 0 一 ((PE< + Cp Vo)). 
(2) (Pz 7r) mAlPr pAN (PE0) (PAG) 
(Px r+ (pVy). 
公理 9.6 (Archimedean 性 质 》 


(Pi:> r)p*— \V (Px 宇 r + 1/#)9.。 


推理 规则 : 
规则 9.1 9,p 一 
规则 9.2《 合 取 规则 ) 
{pg 9:p EPS>N\9, 
规则 9.3〈 概 括 规则 ) 
py (Pz >1)4(#), 中 zz 在 ?中 不 自由 . 
定义 9.7 完备 乡 Ap 是 在 弱 红 Ap 系统 上 再 加 下 列 公 


公理 9.7 《可 数 可 加 性 》 
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人 (Pz>r)Av—> (Pz> 7)NAD, 
Ld 


其 中 到 跑 遍 @ 的 有 穷 子 集 . 
公理 9.8〈 对 称 性 ) 
Pre xs 7) p> (Pr rs 7)P, 
其 中 = 是 (1,"…,n} 的 一 置换 (permutation )， 
此 公理 说 明 个 体 变 元 的 位 置 不 影响 9 的 成 立 与 否 。 
公理 9.9( 乘 积 独立 性 ) 若 +,7 中 的 变 元 都 不 同 , 则 
(Px 1)(Py > p> (Pry 过 rr。5)9。 
公理 9.10( 乘 积 可 测 性 ) 对 每 一 "< 1， 若 z,7 中 的 变 
元 都 不 同 , 则 
(Px > 1)(Py > 0)(Ps > 17)(p(x,2)—> p(y, 2)). 
公理 9.10 ”的 中 心目 的 是 要 确保 可 以 用 可 测 和 矩形 的 有 穷 
并 来 近似 p(z,7)。 若 p(x*,3) 是 “矩形 ”w(x*) 信 6(z), 公 理 
9.10 显然 是 有 效 的 。 我 们 在 后 面 能 看 到 在 一 般 情况 下 这 一 公 
理 也 是 有 效 的 (可 靠 性 定理 )， 
定理 9.4 (演绎 定理 ) 在 完备 乡 p 或 弱 丝 Ar 中 ， 若 出 
是 一 句子 且 OUtiF-2， 则 0@HF 史 一 0 
证 明 ; 首先 证 明 
-人心 一 p) 一 (一 人 9)。 (9.1) 


中 6 中 





据 公 理 .1(2); 有 人 (4 一 9) 一 (4 一 9)。 


从 而 人 (一 9)A 几 一 9 


wep 


因此 由 规则 9.2 得 人 (4b 习 PD)A4 一 八 vp， 
Pes 


下 人 二 


人心 一 np) 一 人 一 人 9).。 
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现在 我 们 对 复杂 度 用 归纳 法 来 证 明 演 经 定理 。 令 2， 
外 ,… 是 从 BU{w} 得 到 的 一 个 证 明 使 得 该 证 明 序列 的 最 后 
一 个 公式 是 5 (注意 该 证 明 序列 可 以 是 无 数 无 穷 的 ,这 一 点 和 
有 穷 逻 辑 不 一 样 )。 对 任意 i 一 1, 2,-.*， 当 是 公理 ,或 
beE0, 或 6 是 %, 或 9 是 通过 规则 9.1 从 该 证 明 序列 更 前 面 
的 公式 得 到 时 ， 证 明 如 通常 。 非 平 凡 的 两 步 是 考虑 规则 9.2 
和 9.3: 

情况 1 。 假 设 9; 是 从 该 证 明 序 列 更 前 面 的 若干 公式 
的 一 一 7 (其 中 大 << 芒 根据 规则 9%.2 得 到 的 , 即 9 一 
9 一 人 TFT《〈 其 中 了 一 47it8 从 9 一 7 通过 规则 9.2 得 到 })， 
则 据 归 纳 假设 ， 对 每 一 .7;, Er，0F 一 (9 一 7)。 由 规 
则 9.2,，@HF-w > /A\ CPi, 再 由 (9.1), Pb 一 (p> 
AT)， 即 gb 

情况 2 。 假设 6 从 该 证 明 序 列 的 更 前 的 某 个 公式 9; 一 
四 一 r(z)《〈 其 中 j < 让) 根据 规则 9.3 得 到 的 , 即 9 一 p 一 
(Pr 过 1)x(Gz)， 且 在 ?中 不 自由 出 现 。 据 归纳 假设 ，OF 
vw 阅 (p 一 7(*))， 其 中 x* 在 ?中 不 自由 出 现 ， 则 9 -人 
9 一 7Y(z)。 因为 + 在 和信 FP 中 不 自由 出 现 ( 因 为 是 句子)， 
所 以 据 规则 93，gHF%Ae 一 ( 严 过 1)7(G)， 即 OF-y— 
(Pm 闻 (Pz 之 1)7(*?))， 因 此 HH 一 0。 证 毕 . 

定理 9.5 下列 定理 是 完备 双 Az 的 定理 且 它 们 的 证 明 无 
需 用 到 公理 9 10。 

(1) (Pr < 1)9. 

(2) (Pz Fr VOe> V (Pr >7r)Vu. 


ft 
(3) (Pz > rp A\ (Pz>7—1/n9. 


(4) (Pz Sr)p)NPy SE oI > (Pry Sr dp 
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(z) AG(Y)). 

(5) (Px 7)p(z) 一 (PE 过 rp(0z)。 

(6) (Px r+s mr p> (Pr)(Py > 9, 

(7) (Pz > 1)(P7 > Do 一 (Pzy > 1)9， 

定理 9.6 完备 弘 Ap 的 任意 有 概率 模型 的 句子 集 是 一 
致 的 。 

象 通常 一 样 只 须 证 明 每 一 公理 是 有 效 的 ， 且 推理 规则 保 
持 有 效 性 。 唯一 的 困难 是 检验 公理 9.10 的 有 效 性 。 根据 定 
理 9.5(3), 只 须 证明 对 每 一 9,r < 1， 

(Px > g)(P3 > 0)(Pz > 7)(p(#3)—> p(77)) 
是 有 效 的 。 而 这 可 用 Fubini 定理 ,定理 9.1 和 下 列 定理 
(2) 过 (1) 的 方向 来 证 明 。 

定理 9.7 令 py,v 和 4 分 别 是 M,N 和 MXN 上 的 概 
率 测度 , 且 x@vS2,V0 是 ) 可 测 的 , 则 下 列 (1) 和 (2) 等 价 。 

(1) 对 每 一 上 > 0， 存 在 4&@ 可 测 矩 形 的 有 穷 并 B 使 
得 4X(U 人 8) 二 &s. 

(2) 存在 一 “四 可 测 集 C 使 得 L(VUAC) 一 0. 

证 明 : (1)=>(2)， 我 们 可 以 取 C 作为 这 样 的 8 的 极限 . 
(2) 全 (1)， 可 以 用 单调 类 定理 证 明 , 对 每 一 4“@ ”可 测 的 局 
(1) 成 立 。 这 立即 得 到 (2) 过 (1)。 

4. 弱 概 率 模型 

定义 9.8 完备 经 Ap 的 弱 概 率 模型 是 下 列 结构 

Vm (A, Rt,c?, Payielie TneNy 
其 中 每 一 ps 是 如 上 的 有 穷 可 加 概率 ,使 得 每 一 单元 集 可 测 ， 
且 对 每 一 p(z;,7)e 到 Ap 和 4 中 的 每 一 序列 4, 集合 (5 € 4 : 
Ug[a,2]} 是 ps 可 测 的 。 

根据 定理 9.2, 每 一 概率 模型 妇 导 出 缘 Ar 的 一 个 弱 概 率 
模型 使 得 4, 一 we 
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定理 9.8 〈 增 可 靠 性 定理 ) 令 @ 是 语言 到 Ap 的 句子 
集 , 若 2 有 一 弱 概 率 模 型 , 则 9 在 弱 纪 As 中 一 致 。 

定理 9.9《 弱 完全 性 定理 ) 令 A 可 数 ,， 若 9 在 弱 双 Ar 
中 一 致 , 则 和 有 一 弱 概 率 模 型 。 

定理 可 以 证 明 如 下 : 令 C 是 新 个 体 常 元 集 ， 语 言 K 二 
色 UC。 据 Henkin 构造 ，@ 能 扩张 到 具有 下 列 性 质 的 极 大 
弱 Kap 一 致 句子 集 T: 

() 若 oOST 且 和 0OeKAp 则 人 ADerT。 

(2) 车 对 所 有 5C 中 序列 z,9(2z)eT, 则 (Px 之 1) p(x) € 


C 是 语言 的 常 元 集 。T 用 通常 的 构造 等 价 类 的 方法 
〈 即 定义 等 价 关 系 汪 : cc <>c 一 ceT) 导出 KK 的 一 个 
一 阶 模型 

th 一 (A,R!,c")ieneec', 

其 中 4 一 {ce":c€ C'},c" 实际 上 是 c 的 等 价 类 c/ 心 ， 对 每 
一 p(z,3) 和 dd, 定义 

pa{E": plE,d) EET} sup{r: (Pr > 7)9(#,4) ET}. 

公理 9.1 一 9.5 确保 p。 是 良 定义 的 ， 且 是 有 穷 可 加 概率 
测度 。 这 就 给 出 一 个 弱 概 率 模型 。 公理 9.6 〈 用 定理 9.5(3) 
的 对 偶 形式 ) 确保 上 述 上 确 界 总 能 得 到 。 根据 数学 归纳 法 ， 
4 因此 U9。 这 就 证 明了 定理 .。 

5. 原子 概率 模型 和 可 数 概率 模型 

假设 乡 没有 个 体 常 元 符号 . 

定义 9.9 令 1 是 概率 模型 。 称 一 元 素 ce 4 是 原子 , 若 
{a} 有 正 测度 ， 称 己 是 原子 模型 ， 若 4 中 每 一 元 素 是 原子 。 

定理 9.10 (1) 若 4 是 原子 概率 模型 , 则 4 是 可 数 概率 
模型 。 

(2) 若 了 是 可 数 概率 模型 , 则 中 满足 
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(Px > 1)(Py> 0)r = y. (9.2) 
(3) 若 也 满足 (9.2)， 则 存在 唯一 的 康子 概率 模型 使 得 
BKApll. 
(4) 若 了 和 多 是 原子 概率 模型 且 色 Ar 等 价 , 则 它们 同 
构 。 
(5) 若是 原子 概率 模型 ， 则 对 每 一 公式 p(x, 了) 6 
良和 pr 和 4 中 的 每 一 序列 5, 我 们 有 
UF (xp(r,5)<>(Pr > 1) r(x,2), 
W(x) p(x,5) > (Pr > 0)p (x,5), 
其 中 ,对 于 全 称 量词 和 存在 量词 ,4 看 作 标准 一 阶 模型 WW, (5) 
说 明了 ， 在 原子 概率 模型 中 ， 可 以 用 概率 量词 来 定义 普通 量 
词 。 
定理 9.11 (原子 模型 的 完全 性 定理 ) 纪 aAs 的 可 数 句子 
集 @ 有 一 原 于 模型 寺 > PU{(9.2)} 在 红 Ap 中 一 致 , 
证 明 : 令 A 可 数 。 假设 PU {(9.2)} 在 色 A* 中 一 致 ， 
则 它 有 一 弱 概 率 模型 Wh 使 得 多 Ar 的 所 有 定理 在 出 中 成 
立 。 由 完备 红 Ap， 对 每 一 m, 可 以 从 (9.2) 中 导出 


(Px >1)\V (Py>1/n)r = y. 
(Px >1+1/m) V (Py 1/n): = y, 


V (px >1—1/m)(Py 1/n)r—y. 
因此 im 有 jp 测度 小 于 1-1/m 的 有 穷 子 集 , 用 下 列 等 式 把 pn 
扩张 到 定义 在 如 的 所 有 子 集 上 的 概率 测度 w 

HACX) 一 sup{ mY):YSX}, 
从 而 形成 一 个 概率 模型 4( 三 peu)， 据 定理 9.10(3), 原 子 模 
型 B( Aru) 就 是 8 的 原子 模型 。 另 一 方向 的 证 明 据 定 理 
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9.6。 证 毕 。 
$2 完全 性 定理 


这 一 节 将 证 明 $ 1 给 出 的 公理 集 是 完全 的 。 作为 初步 的 
结果 ， 我 们 在 本 节 2 证 明 完 备 缘 As 一 {公理 9.10} 的 完全 性 
定理 。 在 完全 人 性 证 明 中 的 主要 困难 是 从 有 穷 可 加 概率 模型 构 
造 可 数 可 加 概率 模型 。 克 服 这 个 困难 的 关键 是 用 非 标 准 分 析 
构造 Loeb 测度 

1. Loeb 测度 

以 下 我 们 一 直 假 设 有 一 个 w 饱和 的 非 标 准 论 域 

*:VeA(U), €) (VA*U), € », 
其 中 U 是 足够 大 的 始 元 (urelement) 集 。 对 +E *R, or 表示 
r 的 标准 部 分 。 

定义 9.10 令 B8 是 Fe(*U) 中 一 个 内 集 , 《8B,5S,p》 是 
一 个 六 有 和 穷 的 可 加 概率 空间 (因此 pg 和 5S 部 是 内 的 且 p:5 一 
*[0,1])，p 的 Loeb 测度 是 使 得 下 列 条 件 成 立 的 唯一 的 (可 
数 可 加 ) 概 率 空间 《B, o(5), 2》; 

(1) a《S) 是 由 5 生成 的 o 代数 。 

(2) 对 所 有 XE5, A(X) 一 “mn(X)。 

定理 9.12 上 述 Loeb 测度 存在 且 唯 一 。 

可 以 利用 w， 饱和 定理 和 Caratheodory 扩张 定理 来 证 


定理 9.13 令 Xec(S)， 则 

(1) 对 每 一 ne N， 存 在 Y,，Z € 5 使 得 YCXCZ, 上 且 
pz(Z 一 >Y) 一 1/m。 

(2) 存在 Ye 3 使 得 LCXAY) 一 0。 

利用 单调 类 定理 和 wi 饱和 定理 来 证 明 ， 
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2. 分 级 概率 模型 
定义 9.11 经 的 分 级 概率 模型 为 
U= (4, R?, c}, pr)ienies nens 
并 且 使 得 
(1) 每 一 “。 是 4" 上 的 (可 数 可 加 ) 概 率 测度 . 
(2) 每 一 元 关系 R 是 p。 可 测 的 ,等 词 关系 是 pv 可 测 
的 。 
(3) 车 入 是 pw 可 测 的 , 则 4 XxX 4 是 pm+s 可 测 的 。 
(4) 对 称 性 成 立 , 即 每 一 ps 在 {1,*…, nn} 的 置换 下 保 
持 不 变 。 
(5) 《ps:neN》 具 有 Fubini 性 质 , 即 若 4 是 pmt。 可 
测 的 , 则 (i) 对 每 一 ze 4", 节 全 一 17:4(Gz7)} 是 pn 
可 测 的 ，(ii) 函数 2 一 ps(4) 是 pn 可 测 的 。 (iii) 


| = pnt 4). 

定理 9.14 (1) 若 外 是 概率 模型 , 则 

《4, R}, cy, pienied nen 

是 一 分 级 概率 模型 。 

(2) 每 一 分 级 概率 模型 是 红 。s 的 弱 模 型 。 

定理 9.15 ”在 分 级 概率 异型 由 中 , p, 是 pl” 的 扩张 . 

定理 9.16 令 4 是 * 有 穷 集 ， 对 每 一 *, 令 间 是 如 上 的 
内 概率 测度 ,并 且 使 得 给 每 一 元 素 以 相同 的 权 ( 计 数 测 度 )， 
hp 一 加 是 ms 的 Loeb 测度 ， 则 《ps: nE N> 有 Fubini 性 
质 。 因此 , 若 4 的 每 一 * 元 关系 是 ps 可 测 的 , 则 4 是 分 级 概 
率 模型 。 

定义 9.12 所谓 分 级 《逻辑 ) 双 Az 是 指 完备 远 辑 红 Ar- 
{公理 9.10} 

定理 9.17 (分 级 可 靠 性 定理 ) 有 分 级 异型 的 双 Ar 的 名 
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子 集 在 分 级 双 Ar 中 是 一 致 的 。 

定理 9.18 (分 级 完全 性 定理 ) 每 一 在 分 级 到 As 中 一 致 
的 可 数 句子 集 @8 有 分 级 模型 ， 

证 明 : 令 A 可 数 ， 且 假设 乡 有 可 数 个 不 在 @ 中 出 现 的 
常 元 。 根 据 弱 完全 性 定理 的 证 明 ,@ 有 弱 概 率 模型 : 

U= (A, RY, c}, pr)ieliel,seN, 
并 且 负 满足 分 级 乡 Ap 的 每 一 定理 ，4 一 {cj:1€ J 每 一 
ps 的 定义 域 是 4* 的 与 Ap 可 定义 的 子 集 的 集合 ,因此 形成 内 
概率 模型 
= (*A,*R}, *o}, po Yieslierl,ne*Ne 
令 
= (*A, *R}, cj fisYieljit TneNs 

其 中 pA, 是 ps 的 Loeb 测度 。 据 定 理 9.13， 每 一 &。 可 测 集 
用 ”个 变 元 的 # 可 定义 集 上 下 近似 。 从 而 利用 公理 9.8 一 9.9， 
可 以 证 明 抽 是 分 级 概率 模型 。 运 用 归纳 法 于 公式 的 复杂 度 能 
证 明 盆 握 Am。 其 中 , 对 人 和 步骤 用 公理 9.7, 对 量词 步骤 用 公 
理 9.8 一 9.9, 因此 ho， 

3. 主要 完全 性 结果 

定理 9.19 令 A 是 满足 红 Ap 的 每 一 定理 的 分 级 概率 模 
型 , 则 对 每 一 6 > 0 和 每 一 公式 p(7)e 色 Ae, 存在 有 穷 多 个 
公式 CEER ?2726 一 1 mf 1,., nn) 使 得 
UFCP#> OP3>1— DV 人 Was) 


iml j=l1 
这 个 定理 断定 并 中 任 一 可 定义 集 p(7)》 可 以 用 可 定义 矩形 的 
有 穷 并 在 8 范围 内 近似 。 
要 反复 利用 公理 9.10 来 证 明 这 定理 
定义 9.13 今 4 和 3 是 分 级 概率 模型 , 若 4 和 3 有 相同 
的 论 域 , 常 元 和 测度 , 且 对 每 一 公式 p(z) 上 红 Az 和 ps 的 几 
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平 所 有 2， 有 
UHFe[z] <> BF pLa], 

则 称 从 = 二 8 几乎 确定 (almost surely), 记 作 4 一 83 a.s. 

定理 9.20 令 4 一 8 a. s.， 则 4 二 Ar8, 而 且 对 每 
一 g(x)《 Ap 和 ps 的 几乎 所 有 4 

uFp[z] < BFEopLal, 

利用 归纳 法 可 以 证 明 上 述 定理 成 立 ， 

定理 9.21 念 也 是 满足 经 Ap 的 每 一 定理 的 分 级 概率 模 
型 , 则 存在 一 分 级 概率 模型 吕 使 得 了 一 罗 a. s.， 且 每 一 关 
系 R? 是 ww 可 测 的 ,因此 B 导出 一 个 普通 概率 模型 ， 

证 明 : 据 矩 形 近 似 定理 ， 对 每 一 。 > 0， 和 4 中 每 一 
红 Ap 可 定义 集 USE4"， 存 在 p" 可 测 矩 形 的 有 穷 并 使 得 
ja《(BAU) <s。 因此 担 定 理 9.7， 存 在 p* 可 测 集 C 使 得 
pi(CAU) 一 0。 通过 补 级 上 对 角 集 ,对 每 一 i€ 也 存在 ww 
可 测 关系 R? 使 得 4 一 人 a. s.， 定 理 得 证 。 

定理 9.22 (人 Ap 的 完全 性 定理 ) 弘 hp 的 每 一 可 数 一 致 
句子 集 @ 都 有 一 个 概率 模型 

利用 定理 9.18, 9.21 和 9.20 来 证 明 ， 

4. 有 穷 概率 逻辑 

我 们 现在 简单 讨论 和 A 使 得 色 Ap 的 每 一 公式 有 穷 
的 情况 。 我 们 假设 有 理 数 以 QS A 的 方式 得 到 定义 ， 因 此 
玉 sr 至 少 有 量词 (Px# 之 +r), r EQN[0, 1]。 当 w A 时 ， 
无 穷 公 理 9.7 和 无 穷 合 取 规则 9.2 退化 为 有 穷 情况 ,而 另 一 个 
无 穷 公理 9.6 代 之 以 新 的 无 穷 推 理 规则 ; 

{y 一 (Pr 二 Er)(P75 一 1/o)p:zeN} 
Fy (Ptr)(P7 > 5)9. 


据 上 述 新 增 规则 , 弱 硫 率 模 型 ,分 级 概率 模 蜡 和 完全 性 定理 对 
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有 穷 情况 og A 者 成立。 

例如 , 令 @ 是 包含 (Px >> 0)R(z) 和 (Px 过 1/n)R(x) 
(其 中 上 一 1, 2,"…， 卫 是 一 元 关系 ) 的 名 子 集 , 则 的 每 一 
有 穷 子 集 有 模型 ,但 @ 自身 没有 模型 。 

该 例 说 明 紧 致 性 定理 对 纪 A 一 般 不 成 立 。 

定义 3.14 ” 纪 。 的 全 称 合 取 公式 党 是 一 最 小 公式 集 , 它 
包含 所 有 无 量词 公式 ， 且 在 任意 人 A ， 有 穷 V 和 量词 (Pz > 
r) 下 封闭 

定理 9.23 (有 穷 紧 致 性 定理 ) 令 9 是 双 A* 的 全 称 合 取 
句子 集 ， 若 @ 的 每 一 有 穷 子 集 有 分 级 概率 模型 ， 则 @ 有 分 级 
概率 模型 ， 

证 明 : 假设 每 一 于 有 一 模型 Me， 取 所 有 al 的 超 积 
模型 ”41 使 得 对 每 一 p 《 B， 几 平 每 一 Us 满足 p。 据 Loeb 
的 构造 ,从 5 可 以 构造 一 分 级 概率 模型 旬 ， 于 是 据 数学 归纳 
法 证 上 明 ， 在 几乎 所 有 Mr 中 成 立 的 每 一 全 称 合 取 公式 也 在 站 
中 成 立 ,证 毕 ， 

5. 5 。。 的 句子 上 的 概率 

红 w。 的 句子 是 经 。。 (普通 一 阶 逻 辑 ) 的 句子 在 可 数 合 
取 号 上 的 扩张 。 在 此 ,我 们 讨论 两 种 量词 都 出 现 的 逻辑 。 

定义 9.15 ”经 A(P, V) 是 两 种 量词 逻辑 :一 种 是 概率 
量词 (P# 守 +r)， 用 +, y,z，**. 表示 这 种 量词 中 的 个 体 变 
元 , 另 一 种 是 全 称 量词 () ,用 s, +,-…… 表 示 这 种 量词 中 的 个 体 
变 元 。 红 A(P，V) 的 概率 模型 有 下 列 形式 。 


外 一 《4 了，Ri，ciy pierjess 


其 中 4 是 4 上 的 概率 测度 , 且 对 每 一 iE T，Ri(x;7) 是 po 
可 测 的 。 
若 T 可 数 , 则 在 尺 中 定义 包括 通常 的 全 称 量词 (5 的 满足 
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关系 是 不 困难 的 。 还 有 一 种 满足 关系 的 定义 能 运用 于 任意 的 
纤 A(P ,VYV) 的 概率 模型 。 D. Scott 和 P.， Krauss 在 [18] 中 
作 了 类 似 的 叙述 : 对 每 一 p(z; ?) 和 每 一 56 T， 指 派 模 为 
零 测 集 的 wm 的 测度 代数 的 一 个 元 素 w(z; 8)*。 因此 全 称 
量词 的 满足 关系 为 
(ozB) = inf {p(x;B,c)":c ET)}, 

其 中 inf 是 取 该 测度 代数 的 下 确 界 。 这 是 和 当 了 可 数 时 满足 
关系 的 自然 定义 相符 的 ,但 和 了 不 可 数 时 不 相符 ， 

定义 9.16 双 A(P, Y) 公理 (模式 ) 由 经 Ar 的 公理 和 下 
列 量词 公理 组 成 。 

公理 9.11 〈o9(o 一 p(z)， 其 中 是 项 ，qp(#) 是 用 
* 置换 p (x) 中 所 有 自由 出 现 的 * 得 到 的 ， 

公理 9.12 

(Px )(D) pe 





人 (DG DA pls td, 


其 中 公理 9.11 是 经 典 一 阶 逻 辑 的 量词 公理 公理 9.12 是 新 
增 公理 。 

和 A(P,Y) 的 推理 规则 是 和 多 Ap 的 推理 规则 ,再 加 上 下 
列 经 典 一 阶 逻 辑 的 全 称 概 括 规则 。 

规则 9.4 史 一 9(DHF 中 一 (9(， 其 中 上 在 少 中 不 
自由 出 现 。 

定理 9.24 (可 靠 性 定理 ) 给 Ap《P，V) 的 每 -- 有 概率 模 
型 的 句子 集 @ 都 是 一 致 的 。 

定理 9.25 《完全 性 定理 ) 经 Ar《P, Y) 的 每 一 可 数 一 致 
句子 集 都 有 一 了 可 数 的 概率 模型 4。 

我 们 可 以 构造 一 个 可 数 弱 概率 模型 ， 然 后 固定 第 二 种 量 
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词 ， 并 且 运 用 本 节 2 和 3 的 方法 把 第 一 种 量词 扩张 到 一 个 概 
率 模型 来 证 明 本 定理 。 
定义 9.17 ” 纪 逻辑 是 把 概率 赋 于 红 ws 一 绕 Hc 的 句子 
的 逻辑 ( 它 的 模型 论 已 在 [18] 中 讨论 过 了 )。 
红 概率 逻辑 的 概率 模型 为 
U= (4A, T, Ri, x). 


4 可 以 看 作 是 语言 纪 的 一 阶 模型 us 的 指标 族 {24,:x*€ 4}， 
即 每 一 4, 的 论 域 都 是 T， 且 具有 4 上 的 概率 测度 上 使 得 每 
一 {x: Ri(x; 5 可 测 。 

定义 9.18 纪 。。 上 的 概率 是 从 纪 。。 的 句子 集 到 [0,1] 
的 函数 ， 对 于 V , 1, 它 是 可 数 可 加 的 , 且 每 一 有 效 句子 的 测 
度 为 1 。 

从 双 逻辑 的 每 一 个 概率 模型 4 导出 在 色 。。 上 的 概率 
pe 

ma(p) 过 rr 和 >lFCPr 二 rr)p。 


久 概率 逻辑 的 公理 和 推理 规则 是 红 sc《(P, VY) 的 公理 
和 推理 规则 ,但 除去 公理 9.3，9.8 一 9.10。 显 然 可 靠 性 和 完全 
性 定理 仍 成 立 。 下 列 的 完全 性 定理 在 [18] 中 证 明了 . 

定理 9.26 令 k 是 绕 。。 上 对 纯 等 河 句 赋 于 1 或 0 的 概 
率 。 对 每 一 可 数 集 @E 民 。。， 存 在 允 概率 逻辑 的 概率 模型 
使 得 pw* 和 % 上 的 相同 ， 





$3 模型 论 


在 本 节 我 们 将 建立 逻辑 Az 的 模型 论 。 其 中 叙述 了 大 
数 定律 的 模型 论 形式 ， 它 说 明 每 一 概率 模型 都 可 以 用 几乎 所 
有 的 有 穷 子 概率 模型 来 "近似 "。 此 外 还 用 这 些 结果 来 证 明 超 
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穷 模 型 的 存在 性 和 唯一 性 ， Ap 的 Robinson 一 致 性 定理 
和 Craig 内 播 定理 . 
1. 大 数 定律 
本 小 节 的 结果 对 所 有 的 分 级 概率 模型 都 成 立 。 
定义 9.19 终 As 的 有 穷 全 称 公式 为 
(Pz 11):(Px, > 7) 
其 中 是 经 的 有 穷 无 量词 公式 。 
红 Ap 的 有 穷 存 在 公式 为 
(Pz >> 7):(P#, > +)y, 
其 中 是 双 的 有 穷 无 量词 公式 。 
注意 : 因为 1(Pz > rr) 等 价 (Pz 二 1 一 7 9, 所 
以 有 穷 存在 (全 称 ) 公 式 的 否定 等 价 有 穷 全 称 ( 存 在 ) 公 式 ， 
定义 9.20 令 忆 是 芯 的 分 级 概率 模型 ， 2x 一 《a1,*…， 
ax) EA 是 4 的 K 元 组 ,有 穷 样本 U(ax) 是 一 概率 模型 , 它 
的 论 域 是 {a1,……, ax} 和 的 常 元 ( 若 有 的 话 ) 的 并 , U(ax) 
的 一 阶 部 分 是 也 的 子 模型 , 且 它 的 测度 由 下 列 等 式 给 出 
2(S) 一 |{m< K:a,€ SH/K, 
因此 在 UC(ax) 中 有 穷 集 {a1,*……, ax} 有 测度 1 ， 且 单元 集 
{a} 的 测度 是 1/K 乘 以 序列 ax 中 4 出 现 的 次 数 。 
定理 9.27 令 忆 是 纪 的 具有 测度 w 的 分 级 概率 模型 ， 
9 是 双 Ap 的 有 穷 存在 句 , 且 FF ， 则 有 
(1) 多 AP 的 弱 大 数 定律 
limpx{ax € Ar.U(ar)F 9} 一 1 。 
(2) 多 AP 的 强大 数 定律 : 令 pn 是 由 pn 确定 的 4" 《其 
中 人 是 自然 数 集 ) 上 的 测度 的 完备 化 , 则 对 un 的 几乎 所 有 序 
列 ze AN， 以 及 对 所 有 有 穷 的 KEN，1(zx) 户 mp. 
定理 9.28 (范式 定理 ) 分 级 乡 。y 的 每 一 公式 p(x*) 等 
价 于 形 如 《〈《P7 之 4(z，7) 的 公式 的 可 数 布尔 组 合 《 即 只 
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用 1 和 和 的 组 合 ), 其 中 (x*, 7) 是 红 的 原子 公式 的 有 穷 合 
取 ， 

证 明 : 根据 前 束 范 式 论证 能 说 明 分 级 乡 。p 的 每 一 公式 
等 价 有 穷 全 称 公式 (有 相同 自由 变 项 ) 的 一 个 可 数 布尔 组 合 . 
根据 弱 大 数 定律 ,下 面 每 一 陈述 蕴涵 下 一 个 陈述 :其 中 少 是 
一 个 有 穷 无 量词 公式 。 

(1) UF(Pr 2 7)(P7> 9. 

(2) 人 uFCPz>r 一 LaDCP7 > 一 1/2)g。 


(3) 人 imurtixa(amF(PE> 一 11mD(PF> s— 


1/2)4} 一 1， 
(4) 人 mpxfaz:uCax)F(PE 27 — UPFS 一 


1/z)%} > 0. 
(5) 人 uaFCPE>> — 1/n)(P32s — 1/ 


(6) UE-(P# > r)CP7 30。 
因此 
Uzx)ECP# 7 ol/n)(Py so /my 
在 其 中 可 以 用 红 的 一 个 有 穷 无 量词 公式 6(zx) 来 表达 。 分 
级 红 。p 的 每 一 公式 等 价 于 形 如 (Pz 之 ?)9 的 公式 的 可 数 
布尔 组 合 ,其 中 9 是 有 穷 无 量词 公式 。 最 后 我 们 用 下 列 概率 
规则 把 9 归 约 为 原子 公式 的 合 取 : 
PC 19) 一 1 一 PP)， 
Pl(pVG)= Plp) + PS)— PlpMS), 
定理 9.29 令 和 8 是 必 的 分 级 概率 模型 ， 则 下 列 陈 
述 等 价 : 
(1) HU = a, 
(2) 4 = AsS, 
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(3) ME <> Bp， 其 中 ?是 具有 定理 9.28 范式 形式 
的 双 Ar 的 任 一 句子 。 

下 列 结果 是 用 有 穷 样 本 中 的 真 值 刻 划 三 Ar 的 性 质 ， 在 普 
通 的 一 阶 逻辑 模型 论 中 没有 对 应 的 结果 . 

定理 9.30 令 习 和 多 是 纪 的 分 级 概率 模型 ， 下 列 陈述 
等 价 : 

(1) 4 = Ar， 

(2) 对 多 Ap 的 每 一 句子 ?和 KeN， 

prlar:uUCax)F gy }= vk{ Dx :8(Br)Fp ), 

即 在 妇 的 KK 个 元 素 的 样本 集中 ? 的 概率 和 在 8 的 K 个 元 素 
的 样本 集中 ? 的 概率 相同 。 

(3) 对 红 Ap 的 每 一 句子 p， 

limpx{ax: (ar)F op} =! 
imvbr: BDOFp} ls 


证 明 ; 利用 范式 定理 ,也 可 以 利用 纪 A* 的 弱 大 数 定律 
来 直接 证 明 。 (1) 之 (2) 对 每 一 KK 各， 存在 色 AP 的 一 公 
式 g(xz1,，*……， xx)， 它 表示 一 个 由 KK 个 元 素 组 成 的 样本 满足 
9。(2) 之 (3) 显然 。 下 证 (3) 之 (1)。 假设 (3) 成 立 ， 且 令 
q(x) 是 有 穷 无 量词 公式 。 握 弱 大 数 定律 , 我 们 有 

lim px{ar:UC3e)FCP#> 09 一 上 

据 (3), 同 样 的 结果 也 在 3 中 成 立 。 再 用 弱 大 数 定律 ,有 3 上 
(Px 之 9?)8g。 因 为 对 所 有 * < >， 上 述 成 立 , 开 以 BB 奢 (Pz 之 
r)p， 因 此 从 范式 定理 得 到 4 = op3， 

2. 超 穷 模型 

在 本 小 节 中 我 们 假设 纪 只 有 有 穷 多 个 常 元 符号 。 

定义 9.21 ( 齐 一 ) 有 穷 概 率 模型 是 一 概率 模型 U， 其 论 
域 4 有 穷 且 测度 是 计数 测度 CY) 一 |Y1/141. * 有 穷 概率 
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模型 是 一 在 非 标 准 论 域 上 的 有 穷 概 率 模型 ， 超 穷 概率 模型 是 
一 概率 模型 ,其 论 域 4 是 一 无 穷 的 * 有 穷 集 , 旦 4 是 由 4 上 
的 未 计数 测度 确定 的 Loeb 测度 。 超 穷 分 级 概率 模型 是 一 -分 
级 概率 模型 , 六 论 域 4 是 一 无 穷 的 k 有 穷 集 ， 且 每 一 ws 是 由 
A" 上 的 六 计 效 测度 确定 的 Loeb 测度 。 

定理 9.31 每 一 超 穷 概 率 模型 或 分 级 模型 是 无 原子 的 。 

定理 9.31 是 定理 916 的 重 述 ， 

定理 9.32 ” 令 册 是 普通 一 阶 模型 , 其 论 域 是 一 无 穷 的 米 
有 穷 集 ， 且 W 的 每 一 关系 是 相对 4* 上 的 计数 测度 的 Loeb 
测度 ， 则 存在 唯一 超 穷 分 级 概率 模型 以 W 作为 它 的 一 阶 部 
分 . 

现在 我 们 引信 超 穷 模 型 和 x* 有 穷 模 型 之 间 的 重要 关 系 : 
提升 〈lifting) 关系 ， 

定义 9.22 ” 令 由 是 超 穷 分 级 概率 模型 ， 的 一 个 提升 是 
一 * 有 穷 概率 模型 加 使 得 8 有 和 站 相同 的 论 域 和 常 元 , 且 对 
每 一 原子 公式 p(x)， 集合 

{5:UFp[z] <> BE pL[a]} 

有 w 测度 1 。 所 谓 超 穷 概率 模型 4 的 提升 是 指 与 4 具有 相 
同一 阶 部 分 的 唯一 的 超 穷 分 级 概率 模型 WY 的 提升 。 

定理 9.33 (1) 每 一 无 穷 的 有 穷 概 率 模 型 是 某 个 超 穷 
分 级 概率 模型 的 提升 ， 

(2) 每 一 超 穷 分 级 概率 模型 有 一 个 提升 。 

(3) 若 人 各 是 有 一 个 共同 提升 的 超 穷 分 级 概率 模 型 ， 
则 a=3 a.s. 且 Mm ,3. 

利用 定理 9.32, 定理 9.13， 和 定理 9.20， 可 证 明定 理 成 
立 。 

定理 9.34〈 超 穷 概率 模型 存在 定理 ) 令 吕 是 多 的 无 
原子 概率 模型 , 4 是 一 无 穷 的 * 有 穷 集 , 则 存在 超 穷 概率 模型 

"235， 





4 使 得 它 的 论 域 是 4, 且 站 = Ar 

证 明 : 先 假设 纪 无 常 元 符号 ， 令 8 是 8 的 元 素 的 所 有 
无 穷 序列 5 的 集合 使 得 对 双 A* 的 每 一 有 穷 存在 公式 pg， 所 
有 有 穷 的 K, 若 SF， 则 8(Czx)Fo， 据 弱 大 数 定律 ， 
(3S) 一 1， 因 为 号 是 无 原子 的 ， 丙 以 w* 的 几乎 每 一 序列 4 
是 一 对 一 的 ,因此 每 一 %(zx) 是 齐 一 有 穷 概率 模型 。 由 于 存 
在 a€ 5 使 得 a 是 一 对 一 的 ,K 是 一 无 穷 超 穷 整数 , 则 B(ax) 
是 类 基数 为 天 的 有 穷 概 率 模 型 且 是 超 穷 分 级 概率 模型 的 提 
升 .因为 对 每 一 有 穷 无 量词 公式 4(*) 和 每 一 +r, a€ 5, 所 以 
男 睛 (Pz 示人 水 FFCP>r)。 据 范式 定理 ，4 一 
Ar 吕 ， 由 定理 9.21 ， 存 在 一 个 超 穷 颖 率 模型 4 使 得 有 一 以 
a.s.， 因 此 UU 到 ps3， 

若 红 有 有 穷 个 常 元 ,证 明 也 相同 ,除了 *B(ax) 上 的 测 
度 与 计数 测度 有 所 不 同 ,因为 常 元 只 有 零 测度 ， 证 毕 . 

概率 模型 存在 定理 对 分 级 模 率 模型 也 成 立 , 证 明 也 相同 ， 
对 无 等 词 的 红 Ap， 定 理 无 需 假设 3 无 原子 也 成 立 . 

定义 9.23 令 4 和 3 是 概率 模型 ,从 4 丸 到 的 几乎 确定 
的 同 构 《用 符号 表示 :4h: 贡 洋人。 a. s.) 是 双 射 4: 3， 
且 有 

(1) 4 是 概率 空间 上 的 同 构 : h:《4, p》 尘 《8B, v》。 

(2) 对 每 一 原子 公式 p(z)， 在 ww 中 下 列 等 价 关系 几 
乎 确定 

















uFw[5] <> Fo015]。 
定理 3.35 假设 h:4U 尘 8 a s.， 则 
(1) 对 色 Ap 的 每 一 公式 p(x)， 
Ug[la] <> BE pLha] 
在 x” 中 几乎 确定 。 
(2) Ud = AsS, 
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利用 归纳 法 来 证 时。 

定理 9.36 ( 超 穷 概率 模型 的 唯一 性 定理 ) 令 H 和 是 
有 相同 论 域 4 的 超 穷 概 率 模型 , 则 下 列 条 件 是 等 价 的 。 

(CD ae 3, 

《2) 存在 一 h:U 洋 3 a. s.。 

(3) 存在 一 内 4 使 得 h:U 尘 3 3a. s.。 

证 明 : 这 里 我 们 只 证 明 (1)>(3)。 考虑 任何 内 双 射 保持 
测度 和 < 的 原子 公式 的 # 元 组 。 pi( 妨 ，,…，qps( 罗 ， 令 
s > 0， 据 定理 9.19, 可 以 找到 一 双 射 加: 4 一 4 使 得 

um( {auprld] > BFEpr[ha])}) > 1 —s 


这 个 思想 就 是 用 定理 9.13 来 挑选 一 个 如 以 近似 保持 这 些 挎 
形 的 每 一 坐标 使 得 这 些 矩 形 近 似 pr， 现在 令 外 ， 久 分 别 是 
4, 8 的 提升 , 据 wo 饱和 性 , 我 们 能 找到 一 内 双 射 + 使 得 对 所 
有 原子 公式 gp(7) 和 所 有 实数 s。 > 0， 
Ap:0Fp[5] <>SFop[p])}) 过 1 一 8， 

由 此 可 得 久 .1 兰 男 as. ， 因 此 (3) 成 立 . 其 余 的 方向 易 证 ， 

3. Robinson 一 致 性 定理 与 Craig 内 插 定理 

在 证 明 这 些 定理 时 ， 超 穷 异 型 和 饱和 模型 在 普通 一 阶 模 
型 论 中 的 作用 相同 。 

定理 9.37 (经 hp 的 Robinson 一 致 性 定理 ) 令 双 ! 和 
人! 是 两 语言 ,= N51 小 和 中 分 别 是 外 1! 和 经 ?的 
概率 模型, 且 它 们 的 归 约 模型 由 2" 一 。 ,下 TS 则 存 
在 1U 2: 的 概率 模型 % 使 得 

Sie she 


B71Y'= wr 


2 U0, 
“AP 


证 明 : 我 们 给 出 乡 ' 和 多 ? 没有 常 元 且 出 和 下 是 无 原 
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子 概率 模型 时 的 证 明 (一 般 情 况 可 以 通过 对 原子 公式 增加 新 
关系 和 扩张 无 原子 部 分 得 到 )。 据 定理 9.34, 我 们 可 以 把 出 和 
六 看 作 是 有 相同 论 域 4 的 超 穷 概率 模型 。 据 定理 9.36、 存 在 
一 内 双 射 4 下 了 经 "人 兰 正经" a ;.。 通 过 重新 命名 元 素 ， 
我 们 可 以 把 # 当 作 恒 等 映射 。 通过 换 变 双 " 的 零 测 集 上 的 中 
的 关系 ， 得 到 山 se" 一 下 站 Se， a. s.， 令 8 是 山 和 民 
的 共同 的 脱 胀 概率 模型 , 即 8 为 所 求 的 ， 证 毕 。 
定理 9.38 (俊和 r 的 Craig 内 插 定理 ) 令 艺 " 一 0 
1，g'&《 人 Ap，g'€ AP 是 两 句子 ,使 得 片 中 一 95 则 存 
在 句子 p"e 人 Ap 使 得 片 o 一 9 且 请 一 9 
证 明 ; 假设 没有 这 样 的 mp", 据 Henkin 构造 ,存在 化 Ap 
的 gp' 的 弱 概 率 模型 由 和 双 和 的 g? 的 弱 概 率 模型 赴 使 得 
Ts 下 Ts 
且 Ap 和 史 A， 的 公理 皆 有 效 ， 据 完全 性 定理 ,我 们 得 到 
9! 的 概率 模型 8B! 和 "ip? 的 概率 模型 3, 其 中 
BT sm。 BTL, 
AP 


据 Robinson 一 致 性 ，p5A lp 有 一 概率 模型 ， 而 这 与 
上 pg' 一 9: 矛盾 。 证 毕 

对 于 无 穷 概 率 逻 辑 红 Ap 及 其 模型 论 的 研究 已 经 取得 许 
多 重要 的 成 果 , 但 也 还 留 下 许多 问题 。Keisler 认为 至 少 有 下 
列 问题 需要 研究 和 解决 。 

(1) 建立 儿 Ap 的 带 全 称 量 词 (*) 的 逻辑 形式 。 

(2) 建立 一 种 逻辑 有 全 称 量词 (*) 和 内 外 测度 至 少 ”的 
量词 。 

(3) 研究 诸如 多 AP 的 逻辑 使 得 适 于 它 的 模型 有 无 穷 测 
度 而 不 是 概率 测度 。 

(4) 研究 诸如 红 Ap 的 逻辑 使 得 适 于 它 的 模型 有 两 个 测 
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度 ( 以 及 对 应 的 量词 )。 得 到 适 于 两 个 测度 w, > 的 模型 的 完 
全 性 定理 , 其 中 (i) & 正 交 于 v，(ii) & 相 对 » 绝对 连续 。 

(5) 从 本 章 考 察 的 逻辑 观点 来 研究 概率 模型 上 的 各 种 运 
算 . 

(6) 当 5 有 函数 符号 时 ,能 无 困难 地 贯彻 分 级 弘 Ay 上 
的 种 种 成 果 ? 当 经 有 函数 符号 时 ， 红 A 上 的 成 果 能 贯彻 
吗 ? 

《7) 用 诸如 性 Ap 的 种 种 远 辑 重新 考察 抽象 模型 论 ， 
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后 记 


本 书 主要 关注 的 是 现代 归纳 逻辑 的 产生 和 发 展 ， 而 把 概 
率 逻 辑 作为 它 的 伴生 形式 和 发 展 形式 来 研究 。 

众所周知 ,现代 归纳 逻辑 产生 于 本 世纪 20 年 代 , 到 50 年 
代 初 ,由 R. Carnap 发 扬 光 大 . 从 50 年 代 到 60 年 代 中 期 ， 
G. H. von Wright 和 J Hintikka 曾 以 极 大 的 兴趣 研究 了 
归纳 逻辑 并 取得 一 些 重要 成 果 (von Wright 的 工作 本 书 没 
有 直接 介绍 ， 但 他 的 一 部 分 工作 我 们 在 第 八 章 概率 语义 学 中 
间接 做 了 介绍 ， 二 元 概率 语义 学 的 条 件 8.11 一 8.18 主要 来 自 
von Wright 的 工作 )。 可 以 说 50 一 60 年 代 是 现代 归纳 逻辑 
的 昂 盛 时 期 。 到 了 70 年 代 , 虽然 出 现 了 Cohen、Burks 的 模 
态 归 纳 逻 辑 以 及 其 他 的 归纳 逻辑 理论 ,但 总 的 来 说 , 逻辑 学 家 
渐渐 失去 了 对 现代 归纳 逻辑 的 兴趣 。 这 主要 表现 在 没有 著名 
的 有 成 就 的 逻辑 学 家 长 期 致力 于 对 现代 归纳 罗 辑 的 研究 ， 由 
此 在 归纳 逻辑 上 就 没有 什么 重要 的 逻辑 成 果 ， 现 代 归 纳 逻 辑 
逐渐 成 为 科学 哲学 家 和 其 他 领域 的 科学 家 经 常 或 偶然 光顾 的 
场所 (例如 Cohen 主要 是 科学 哲学 家 ,而 Burks 则 是 计算 机 
学 家 )。 而 从 那 时 起 ,演绎 逻辑 \ 特 别 是 其 中 的 哲学 逻辑 , 却 得 
到 迅猛 的 发 展 ， 产 生 了 模 态 逻辑 ,时 态 逻 辑 \ 道 义 逻 辑 等 一 大 
批 成 果 极 为 丰富 的 新 逻辑 分 支 。 直 至 今天 ， 尽 管 还 有 人 零星 
地 发 表 一 些 关 于 归纳 逻辑 的 文章 ,但 总 的 来 说 ,现代 归纳 丙 辑 
是 在 当代 多 辑 学 家 ,特别 是 大 逻辑 学 家 的 视野 之 外 。 

现代 归纳 踪 辑 的 衰落 不 是 没有 道理 的 ， 可 以 认为 它 是 由 
以 下 两 对 矛盾 造成 的 。 首 先 现代 归 纳 膛 辑 研 究 的 对 象 是 结论 
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范围 超出 前 提 范 围 的 归纳 推理 ， 而 它 目前 用 来 研究 的 形式 化 
工具 是 经 典 一 阶 逻 辑 及 其 扩张 ,经典 概率 论 和 现代 测度 论 . 这 
样 ， 用 演绎 还 辑 和 演绎 推理 来 刻 划 本 质 上 是 非 演绎 的 归纳 推 
理 , 这 本 身 不 能 不 是 一 个 矛盾 。 其 次 ,归纳 逻辑 学 家 想 用 自己 
构造 的 系统 合理 地 、 全 面 地 刻 划 我 们 在 经 验 科 学 和 日 常生 活 
中 使 用 的 所 有 归纳 推理 ,至 少 是 主要 的 归纳 推理 ,而 归纳 推理 
从 现 有 的 认识 看 来 绝 不 是 纯 逻 辑 的 东西 ， 传 统 归 纳 推理 的 有 
效 性 (归纳 逻 名 学 家 称 之 为 归纳 法 的 正当 性 ) 决 不 能 只 用 多 辑 
《通常 理解 为 只 与 语言 相关 而 与 外 部 世界 无 关 ) 本 身 来 说 明 ， 
而 是 涉及 到 许多 哲学 问题 。 这 里 有 本 体 论 问题 (例如 自然 齐 
一 性 原则 、\ 无 差别 原则 ), 也 有 认识 论 问题 (例如 合理 相信 度 和 
实际 相信 度 )。 如 果 说 第 一 对 矛盾 是 用 演 经 推理 刻 划 非 演绎 
推理 的 矛盾 ， 那 么 第 二 对 矛盾 就 是 用 罗 辑 来 解决 哲学 问题 的 
矛盾 ， 我 们 认为 是 第 二 对 矛盾 更 为 本 质地 导致 了 现代 归纳 逻 
辑 的 衰落 。 D. Hume 和 K. Popper 对 古典 归纳 逻辑 和 现 


. 代 归 纳 逻 辑 的 批判 不 是 没有 道理 的 ， 他 们 也 看 到 了 由 于 上 述 


矛盾 的 存在 ,使 得 归纳 逻辑 的 有 效 性 不 可 能 莫 定 在 纯音 辑 的 
基础 上 。 归 纳 逻 辑 没有 在 根本 上 解决 归纳 问题 。 Carnap 想 
用 纯 远 辑 的 方法 构造 一 个 大 一 统 的 归纳 逻辑 ， 用 以 刻 划 所 有 
常见 的 归纳 推理 ， 这 本 身 包含 用 逻辑 去 代替 或 解决 后 学 问题 
的 思想 ,这 就 不 能 不 使 他 的 逻辑 变 得 苍白 无 力 。 而 象 Cohen 
和 Burks 那样 建立 的 逻辑 ， 旨 在 说 明 实际 科学 实验 中 推理 的 
程序 ,由 于 他 们 没有 处 理 好 逻辑 和 (科学 ) 哲 学 的 矛盾 ,所 以 他 
们 建立 的 语义 学 (严格 说 只 是 某 种 语义 解释 ) 概 括 性 不 强 ， 过 
分 拘泥 于 人 们 在 实践 中 的 推理 程式 。 这 就 使 他 们 的 还 辑 杂 
乱 , 没 有 说 服 力 ,至 少 对 还 辑 学 家 来 说 是 如 此 。 从 他 们 的 得 失 
我 们 可 以 看 到 催 辑 不 能 迁就 哲学 ， 而 是 应 该 从 哲学 中 汲取 营 
养 ,然后 迅速 地 脱离 哲学 , 沿 着 逻辑 本 身 的 要 求 发 展 。 
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我 们 认为 更 代 归 纳 丈 辑 今后 可 能 向 两 个 主要 方向 发 展 ， 
一 个 方向 是 将 它 作为 科学 方法 论 和 科学 哲学 的 问题 看 待 。 这 
时 的 归纳 逻辑 应 该 称 为 归纳 理论 或 归纳 哲学 更 好 些 。 在 这 里 
不 能 把 归纳 法 只 作为 形式 推理 来 研究 ， 而 是 要 深入 探 讨 归 纳 
法 与 自然 界 的 本 性 ,与 人 的 认 知 心理 的 关系 。 这 个 方向 的 工 
作 主 要 应 该 由 哲学 家 去 做 。 F. P. Ramsey, L. J. Savage, 
1. Levi 和 H. E. Jr. Kyburg 等 人 的 工作 应 该 看 作 是 这 个 
方向 的 工作 

第 二 个 方向 ,主要 是 逻辑 学 家 应 该 去 做 的 工作 ,就 是 要 建 
立 有 形式 化 语义 学 和 语法 系统 的 现代 归纳 逻辑 ( 象 Adams 的 
条 件 名 概率 逻辑 , 象 Keisler 的 无 穷 概率 逻辑 )， 只 要 它 刻 划 
了 归 纺 推理 的 某 个 本 质 特 性 (例如 归纳 推理 的 概 然 性 ,不 确定 
性 ) 就 行 ， 而 不 去 苛求 这 样 的 系统 能 否 合理 地 全 面 地 说 明 人 
们 在 实践 中 运用 的 所 有 归纳 推理 ， 不 去 苛求 它们 能 否 最 终 解 
决 折 学 上 的 归纳 问题 。 就 象 对 模 态 逻辑 的 Kripke 语义 学 一 
伴 。 现 代 模 态 逻 辑 学 家 并 不 为 这 种 语义 模型 导致 在 某 些 情 况 
下 口 p 一 9 不 是 有 效 式 (历史 上 有 许多 逻辑 学 家 认为 口 p 一 
9 是 有 效 式 是 天 经 地 义 的 ) 而 性 性 不 可 终日 ,他 们 并 不 为 此 抛 
弃 相 当 优雅 (简洁 又 而 概括 力 强 ,由 此 既 能 建立 许多 有 完全 性 
定理 的 语法 系统 ， 又 能 讨论 没有 完全 性 定理 的 诸 语法 系统 的 
本 质 特性 ) 的 Kripke 语义 学 。(Carnap 后 来 对 这 种 相对 化 
也 有 所 认识 ， 原 来 他 认为 唯 有 他 的 c* 系统 才 是 归纳 逻辑 系 
统 , 后 来 他 认识 到 归纳 逻辑 系统 有 连续 统 多 个 ,包括 许多 在 常 
人 看 来 行为 古怪 反常 的 归纳 逻辑 系统 。) 

从 广义 上 《在 概 然 推理 的 意义 上 ， 在 不 确定 推理 的 意义 
上 ) 说 ,现在 发 展 得 比较 完善 的 无 穷 概 率 有 逻辑 :多 值 逻 辑 ( 特 别 
是 连续 值 的 多 值 逻辑 ), 非 单调 逻辑 以 及 与 模 态 逻辑 、 时 态 逻 
辑 、 认 知 逻 辑 相 结 合 的 概率 逻辑 等 都 应 该 属于 现代 归纳 逻辑 
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范畴 ,因为 它们 都 在 某 种 程度 上 ,在 某 些 侧面 刻 划 了 归纳 推理 
的 特性 ， 

从 Kripke 语义 学 产生 的 相对 化 运动 应 该 为 现代 归纳 逻 
辑 所 接受 。 古 老 的 归纳 问题 应 该 被 分 解 ， 哲 学 家 仍然 可 以 根 
据 每 个 时 代 所 得 到 的 知识 去 讨论 归纳 问题 ， 而 还 辑 学 家 则 应 
该 根据 新 的 逻辑 思想 和 膛 辑 手段 去 建立 各 种 逻辑 系统 ， 来 分 
别 刻 划 归纳 法 的 某 些 特性 ， 虽 然 这 样 做 也 许 不 可 能 最 终 解决 
归纳 问题 。 
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